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“AN NALEN DER PHYSIK. 


VIERTE FOLGE. BAND 73. 


1. Unendlichkeit des Raumes 
und allgemeine Relativitdtstheorie; — 


von Franz Selety. 


| Inhalt: 1. Einsteins Einwände gegen die Unendlichkeit des Baumes. 
1, Einfachere Formulierbarkeit der Endlichkeit. — 2. Unwahmeheinlich. 
keit der mittleren Dichte Null. — 3, Das Machsche Prinzip. — II. Un- 
endlichkeit des Raumes bei nichtquasistatischer Materieverteilung. = 
1, Gründe für die Annahme nichtstatischer Materie. — 2. UngleichmaSig 
quasieuklidische Räume. — 3. Nichtstatische, stabile molekularhierarchische 
Welten in ungleichmäßig quasiminkowskischen Mannigfaltigkeiten. — 
IM. 1. Ein zentrisch-symmetrisches statisches Modell in einem ae 


mäßig quasieuklidischen Raum. — 2, Möglichkeit, darin die kleinen 

„Trägheitseffekte‘‘ zu summieren. — 3. Möglichkeit der Erfüllung des 

Machschen Prinzips in gewissem Sinne. — IV, Gründe für die Un- 
endlichkeit des Raumes. — Zusammenfassung. + 


I. Einsteins Einwände gegen die Unendlichkeit des Raumes. 
— Am Ende der ‚Vier Vorlesungen‘!) hat Einstein folgende 
Gründe gegen die räumliche Unendlichkeit der Welt und für 
ihre geltend gemacht. 


. Vom Standpunkte der Relativitätstheorie ist die Bedingung u rs 

lite Geschlossenheit viel einfacher als die der quasieuklidischen 
Struktur entsprechende Grenzbedingung im Unendlichen. 
- 2. Der Gedanke Machs, daß die Tragheit auf Wechselwirkungen 
der Körper beruhe, ist in erster Näherung in den Gleichungen der 
Belativitätstheorie enthalten; aus ihnen folgt nämlich, daß die Trägheit 
Mindestens zum Teil auf Wechselwirkung der Massen beruht. Es ge- 
winnt dadurch der Machsche Gedanke sehr an Wahrscheinlichkeit, da 
die Annahme unbefriedigend ist, daß die Trägheit zum Teil auf Wechsel- 
wirkung, zum Teil auf selbständigen Qualitäten des Raumes beruhe. 
Dem Machschen Gedanken entspricht aber nur eine räumlich-geschlossene 
(endliche) Welt, nicht eine quasieuklidische, unendliche. Überhaupt ist 
@ erkenntnistheoretisch befriedigender, wenn die mechanischen und 
Metrischen Eigenschaften des Raumes vollständig durch die Materie be- 
stimmt werden, was nur im Falle einer räumlich geschlossenen Welt der 
Fall ist. 


1) A. Einstein, Vier 
schweig 1922. S. 69f. 
Annalen der Physik. IV. Folge. 
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3. Eine unendliche Welt ist nur möglich, wenn die mittlere Dichte 
der Materie in der Welt verschwindet. Eine solche Annahme ist zwar 
logisch möglich, aber weniger wahrscheinlich als die Annahme, daß es 
eine endliche mittlere Dichte der Materie in der Welt gebe.‘‘!) 

Wir wollen nach dem ersten zunächst den dritten Punkt 
besprechen und den im Sinne Einsteins sicherlich wichtigsten, 
das Machsche Prinzip betreffenden, auf zuletzt lassen. 


1. Einfachere Formulierbarkeit der Endlichkeit. — 
Bekanntlich hat die Raumzeitwelt nach der allgemeinen 
Relativitätstheorie genau genommen keine einfache Struktur. 
Die Aussage über ihre Beschaffenheit im großen ist eine 
Approximation, ähnlich wie die Darstellung der Erdoberfläche 
durch das Geoid. Beim Vergleich der größeren oder geringeren 
Einfachheit verschiedener Annahmen über die Welt im großen 
muß man nun natürlich Gleiches mit Gleichem vergleichen, 
also entweder in beiden Fällen die tatsächlich angenommenen 
„gerunzelten‘‘ Mannigfaltigkeiten oder in beiden die Approxima- 
tionen heranziehen. Handelt es sich um den Vergleich der 
größeren oder geringeren Einfachheit der mathematischen 
Darstellung zweier verschiedener Annahmen, dann muß auch 
jede der beiden Darstellungen ihr System mit gleicher Voll- 
ständigkeit und auf gleiche Weise (sei es allgemein kovariant 
oder anders) bestimmen. 

Wenn man nun zunächst die idealen Approximationen 
miteinander vergleicht und fragt, ob eine exakte Minkowski- 
welt oder eine „Zylinderwelt‘‘ eine geometrisch einfachere 
Mannigfaltigkeit sei, so kann es kein Zweifel sein, daß es die 
erstere ist. Oder, wenn wir bloß die dreidimensionalen 
Räume vergleichen, dann ist sicherlich ein euklidischer Raum 
einfacher als einer mit positivem Krümmungsmaß. Was nun 
aber für die „glatten‘‘ Mannigfaltigkeiten gilt, das gilt auch, 
wenn man an ihre Stelle die entsprechenden ,,gerunzelten“ 
setzt. Eine etwas gerunzelte Ebene ist ebenfalls einfacher als 
eine gerunzelte Kugelfläche und ebenso ist ein quasieuklidischer 
Raum einfacher als ein quasisphärischer oder quasielliptischer. 

Ja, es besteht hier sogar der folgende Unterschied. Wenn 
man die Mannigfaltigkeiten mit ihren „Runzeln‘‘ betrachtet, 
dann ist jedenfalls (abgesehen von den Unterschieden der 
entsprechenden regelmäßigen Mannigfaltigkeiten) jene die ein- 


1) Früher (S. 69) aklirte für „unwahrscheinlich 
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Unendlichkeit des Raumes und allgem. Relativitätstheorie. a: = 
fachere, die im ganzen von der zu ihr gehörigen regelmäßigen 
weniger abweicht. Nun sind aber im quasieuklidischen Raum 
alle „Runzeln‘“ unendlich klein im Verhältnis zur Größe der 
Gesamtmannigfaltigkeit, im quasisphärischen stehen sie zu 
dieser im endlichen Verhältnis. Es besteht also schon deshalb 
größere Einfachheit des quasieuklidischen Raumes, weil er 
seinem einfachen idealen Vorbilde im ganzen näher steht als 
der quasisphärische dem seinigen. Dazu kommt dann noch, 
wie erwähnt, daß das euklidische Vorbild selbst einfacher ist als 
das sphärische. 

Einstein sagt, daß in der Sprache der allgemeinen 
Relativitätstheorie die Formulierung der Quasieuklidizität 
weniger einfach sei als die der räumlichen Geschlossenheit. 
Bei der ersten müssen die Komponenten des Riemannschen 
Tensors vierten Ranges R,;.;m im Unendlichen gleich Null 
gesetzt werden, was 20 unabhängige Bedingungen erfordert, 
während die ‚Geschlossenheitsbedingung‘‘ viel einfacher sei.) 

Dabei wird aber nicht Gleiches mit Gleichem verglichen. 
Natürlich kann es nicht weniger Bedingungen erfordern und 
einfacher sein, die Metrik einer exakten Zylinderwelt als die 
einer exakten Minkowskiwelt in allgemein kovarianter Form 
vollständig zu formulieren. Für das erste muß der Tensor 
Rixim über»ll Null gesetzt werden, für das zweite wäre eine 
noch weniger einfache allgemein kovariante Darstellung not- 
wendig. Wenn die mathematische Darstellung der Zylinder- 
welt einfacher scheint, so rührt dies daher, weil dabei eine Zer- 
legung in Raum und Zeit zugrunde gelegt wird. Auf Grund 
dieser nicht allgemein kovarianten Darstellung und mit Hinzu- 
fügung von g,,; = 0 (i = 1,2,8) ist die Zylinderwelt (abgesehen 
yon den Zusammenhangsverhältnissen) durch die zehn Be- 
dingungen bestimmt: 

= eonst (,k=1,2,3) (u=1, 2, 8, 4). 
Ebenso ist aber dann die Minkowskiwelt durch die zehn Be- 
dingungen R,,= 0 dargestellt. 

Beim Vergleich gleichartiger Darstellungen kann also die 
exakte Zylinderwelt nicht einfacher mathematisch zu be- 
schreiben sein als die exakte Minkowskiwelt. Nur wenn man 
bei der einen eine allgemein kovariante Formulierung an- 


1) A, Einstein, Vier Vorlesungen, S. 64, 67. 
3 20* 
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wendet, bei der anderen aber von den Vorteilen einer be. 
stimmten Darstellung Gebrauch macht, kann sich ein schein- 
barer Vorzug der Zylinderwelt ergeben. 


Was nun aber die approximative Darstellung der tatsäch- 
lich angenommenen Mannigfaltigkeiten anlangt, so hat Ein- 
stein in den „Vier Vorlesungen‘ ebenso wie in ähnlicher 
Weise schon früher!) auf das Unbequeme der ,,Grenzbedin- 
gungen‘ im unendlichen Raume hingewiesen. Diese bedeuten 
aber für den unendlichen Raum im wesentlichen dasselbe wie 
die approximative Darstellung für den endlichen. Wenn der 
Raum durch Grenzbedingungen als ‚im Unendlichen ewkli- 
disch‘‘ (nämlich gleichmäßig, vgl. Abschnitt II 2) dargestellt 
wird, so heißt dies vor allem, daß der gesamte Raum approzi- 
mativ euklidisch ist. Wie schon erwähnt, ist er dies dam 
freilich mit unendlich größerer Annäherung als der sphärische 
approximativ sphärisch ist. Für die mathematische Dar- 
stellung ist es aber sogar einfacher, die approximative Struktur 
des wirklichen Raumes durch Grenzbedingungen festzulegen 
als zuerst eine schematische Mannigfaltigkeit mathematisch zu 
formulieren und dann erst mit Worten hinzuzufügen, daß dies 
bloß eine Approximation sei. 

Überdies kommt noch hinzu, daß wir zur vollständigen 
Bestimmung der Zylinderwelt oder auch der approximativen 
Zylinderwelt wissen müssen, ob der dreidimensionale ge- 
schlossene Raum den Zusammenhangsverhältnissen nach sphärisch 
oder elliptisch sei. Dies läßt sich aber durch die Tensoren 
überhaupt nicht formulieren. Es läßt sich also nicht bloß 
die Welt mit geschlossenem Raume durch die charakte- 
ristischen mathemathischen Hilfsmittel der allgemeinen Rela- 
tivitätstheorie nicht einfacher formulieren als die Minkowski- 
welt, sondern ein wichtiger Grundzug jener läßt sich durch 
diese Hilfsmittel überhaupt nicht ausdrücken. 


Wenn man also stets Gleiches mit Gleichem vergleicht, 
allgemein kovariante Darstellung mit allgemein kovarianter 
Darstellung, vollständige Beschreibung mit vollständiger Pe 
schreibung, Darstellung des idealen Schemas oder der im 


1) A. Einstein, Vier Vorlesungen, S. 67. Kosmologische Betrach- 
tungen zur allgemeinen Relativitätstheorie, Berliner Ber. S. 147. 1917. 
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kleinen nicht regelmäßigen Mannigfaltigkeit mit der Dar- 
stellung des analogen Gebildes auf der anderen Seite: dann 
gilt gewiß für die mathematische Formulierung dasselbe wie 
für die unmittelbare Beurteilung: eine exakte oder approxima- 
tive Minkowskiwelt ist einfacher als eine exakte oder approxima- 
tive Zylinderwelt. 


2. Unwahrscheinlichkeit der mittleren Dichte Null. — Ein- 
stein erklärte es für unwahrscheinlich, daß die mittlere Dichte 
im unendlichen Raume Null sei. Wenn ihr Vorhandensein 
mr Folge hätte, daß die Gesamtmasse im unendlichen Raume 
endlich sei, so würde der Verf. ohne weiteres zustimmen. Zu 
einem unendlichen Raume paßt gewissermaßen nicht eine 
endliche Gesamtmasse. Mittlere Diehte Null und unendliche 
Masse sind aber vereinbar. Wenn es ferner notwendig wäre, 
daß bei mittlerer Dichte Null unendliche Gebiete des Raumes 
absolut leer seien, so wäre dies auch ein erwägenswertes Be- 
denken. Nun ist es aber mit der mittleren Dichte Null ver- 
einbar, daß der Raum kontinuierlich mit Materie erfüllt ist, 
derart, daß in jedem Punkte eine bestimmte endliche Dichte 
herrscht. Wenn schließlich bei mittlerer Diehte Null ein aus- 
gezeichnetes Mittelgebiet der unendlichen Welt vorhanden sein 
müßte, so ließe sich dies auch nach Ansicht des Verf.s als Ein- 
wand geltend machen. Nun ist aber die ‚‚molekularhierarchische‘‘ 
Welt nicht bloß unendlich an Masse und nicht kugelsym- 
metrisch (was offenbar ist), sondern es muß in ihr, wie Verf. 
bewiesen hat, auch im strengsten Sinne kein ausgezeichnetes 
Mittelgebiet vorhanden sein.!) Dann ist aber die mittlere 
Diehte Null nicht mehr unwahrscheinlich. 

Im Gegenteil, es scheint dem Verf., daß eine mittlere 
endliche Dichte mit im Mittel konstanter Größe der Stern- 
abstände zu einem euklidischen Raume und der Relativität 
der Größe in ihm schon aus allgemeinen Gründen weniger gut 
paßt als die mittlere Dichte Null. Denn anderenfalls liegt ja 
hier eine Auszeichnung einer absoluten Längenkonstante vor. 

Insbesondere der molekularhierarchische Aufbau paßt zu 
der Größenrelativität des euklidischen Raumes. Das mole- 
kularhierarchische System, in dem die mittlere Dichte un- 

1) F. Selety, Beiträge zum kosmologischen Problem. Ann. d. 
108, 


u 
¥ 
273 
q 
WER! 
¢ 


296 F. Selety, 
bedingt Null sein muß, empfiehlt sich u. E. derart, daß für 
eine unendliche Welt ein anderes nicht in Betracht kommt, 
Einerseits ist es im Grunde genommen von größter Einfach- 
heit und Harmonie, andererseits findet es starke empirische 
Stützen (so starke, wie eine Hypothese über die Beschaffen- 
heit einer unendlichen Welt überhaupt finden kann) in den 
empirisch bekannten Stufen der Materiegliederung. 

Schon aus allgemeinen theoretischen und empirischen 
Gründen scheint uns also das molekularhierarchische System mit 
der mittleren Dichte Null allein zu einem unendlichen Raum zu 
passen. Dazu kommt, daß auch schon vor der Relativitäts- 
theorie die Olbersschen und Seeligerschen Schwierigkeiten 
wegen Licht und Gravitation die mittlere Dichte Null nahe 
legten. Das Bedenken gegen diese einfache Folgerung und das 
Suchen nach anderen Auswegen entstammte den Meinungen, 
daß dadurch die Existenz absolut leerer Räume oder (wie 
oft zu lesen ist) Endlichkeit der Gesamtmasse oder doch 
wenigstens kugelsymmetrisch abnehmende Dichte und Aus. 
zeichnung eines Mittelpunktes der Welt gefordert werde.!) 

Es ist also wohl, selbst abgesehen von der allgemeinen 
Relativitätstheorie, kaum daran zu zweifeln, daß, falls die 
Welt unendlich ist, ihre mittlere Dichte Null ist. Wenn 
man also nicht als petitio principii die Unendlichkeit des 
Raumes für unwahrscheinlich hält (ohne sie ist die mittlere 
Dichte Null natürlich unmöglich), so ist kein Grund, warum 
die mittlere Dichte Null an sich unwahrscheinlich sein und 
dadurch die Unendlichkeit des Raumes unwahrscheinlich 
machen sollte. 

Übrigens schrieb Einstein in den Bemerkungen zu meiner 
Arbeit „Beiträge zum kosmologischen Problem“, daß ,‚,die 
Hypothese vom molekularhierarchischen Charakter des Auf- 
baues der Sternenwelt vom Standpunkte der Newtonschen 
Theorie manches für sich hat‘‘?), woraus vielleicht zu schließen 
ist, daß er die mittlere Dichte Null nicht mehr als einen 
selbständigen Gegengrund gegen die Unendlichkeit des Raumes 
betrachtet. 

1) Im Sinne der letzteren Annahme schrieb Einstein, daß die 
materielle Welt nach der Newtonschen Theorie jedenfalls endlich sei, 
wenn auch ihre Gesamtmasse unendlich sein kann. Berliner Berichte 
S. 143. 1917. 
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3. Das Machsche Prinzip. — Wir kommen nun zu dem 
Haupteinwand Einsteins gegen die Unendlichkeit des Raumes: 
das „Machsche Prinzip“. Wir wollen gleich von Anfang an 
zugestehen, daß die in diesem Zusammenhange angeführten 
Gründe Einsteins in der Tat in summa zeigen, daß die 
Hypothese des endlichen Raumes vom Standpunkte der all- 
gemeinen Relativitätstheorie einige Vorzüge besitzt. Es fragt 
sich jedoch, ob man diese als entscheidend ansehen muß. 

Einstein hat das „Machsche Prinzip‘ dahin formuliert, 
daß das G-Feld (der durch den Fundamentaltensor bestimmte 
Raumzustand) restlos durch die Massen der Körper (d. h. 
durch den T,,-Tensor) bestimmt sei.) Neuestens hat Ein- 
stein von dem Machschen Postulat gesprochen, daß die 
Trägheitswirkung des einzelnen Körpers durch die Gesamtheit 
der übrigen im gleichen Sinne bestimmt sein soll wie seine 
Gravitationskraft.?) 

Der Verf. hat früher ausgeführt?), daß selbst weniger weit- 
gehende Auffassungen der Machschen Gedanken nichts er- 
kenntnistheoretisch Notwendiges enthalten, daß sich erkenntnis- 
theoretisch (im üblichen Sinne) nicht einmal gegen die richtig 
verstandene klassische Mechanik etwas einwenden läßt. A for- 
tiori kommt also dem Machschen Prinzip Einsteins keine 
erkenntnistheoretische Notwendigkeit zu.) Es handelt sich 
jedenfalls beim ,,Machschen Prinzip um eine nicht zwingende 
Hypothese. 

Daß in einer unendlichen Welt das G-Feld nicht durch 
den T,,-Tensor bestimmt sein kann, ist sicher. Aber es fragt 
sich eben, ob man an dieser Hypothese wirklich festhalten 


1) A. Einstein, Ann. d. Phys. 55, S. 241. 1918. 7 BS 
2) A. Einstein, Ann. d. Phys. 69. S. 437. 1922. RI: = 5 
3) F. Selety, Ann.d. Phys. 68. S. 313ff. 1922. Vgl. 72. S. 62. 1923. 


4) Es scheint freilich, daß Einstein den Ausdruck ,,erkenntnis- 
theoretisch‘ in einem anderen Sinne als dem gewöhnlichen versteht. 
Verf. will hier nicht näher darauf eingehen, daß wohl mehrfach dort, wo 
Einstein von „erkenntnistheoretisch‘‘ spricht, andere Ausdrücke, wie 
„naturphilosophisch‘‘oder „nachallgemeinen hypothetischen Überlegungen“ 
usw. besser passen würden. Dies führt vielfach zu Mißverständnissen. 
Daß Einstein selbst bei etwas ,,Erkenntnistheoretischem“ nicht etwas 
Zwingendes (a priori Gewisses) im Auge hat, sieht man daraus, daß er 
2. B. von „erkenntnistheoretisch befriedigender‘ spricht (Vier Vor- 


lesungen, S. 70). 
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muß. Einstein weist besonders auf gewisse, aus seiner Theorie 
folgende Gravitationseffekte bin, die sich als Analoga der 
Trägheit auffassen lassen. Aber auch wenn man in der un. 
endlichen Welt die Trägheit im engeren Sinne der Gravitation 
im engeren Sinne gegenüberstellt, sind diese Effekte nichts 
Unbegreifliches. 

Am wenigsten Gewicht ist u. E. auf das „Wachsen‘‘ der 
trägen Masse bei Benachbartheit von großen Massen zu legen, 
Da die Energiedichte die Dimension m I-!:t-? hat, so folgt 
einfach aus ihrer Invarianz die Abhängigkeit gewissermaßen 
unserer Massenkoordinate von den gewählten Raum- und 
Zeitkoordinaten. Vom Standpunkte der allgemeinen Re. 
lativitätstheorie liegt dabei eigentlich ebensowenig eine Ande. 
rung der natürlichen Massengröße wie der natürlichen Raum- 
und Zeitgrößen vor. Nur im Koordinatensystem entsprechen 
den natürlichen Einheiten jetzt nicht immer Einheitsdifferenzen 
der Raum- und Zeitkoordinate und der (im übertragenen 
Sinne) ‚„‚Massenkoordinate‘‘. Mehr muß man darin nicht suchen. 

Daß die Größe des Normalwertes der trägen Masse (die 
einer bestimmten Menge von Materie bzw. Energie dort zu- 
kommt, wo die Koordinateneinheiten mit den natürlichen 
Maßstabs- und Uhreneinheiten übereinstimmen) durch die 
Massen der Welt bestimmt werde, hat keinen Sinn, weil keine 
denkbare Vergleichsmöglichkeit vorliegt, daß derselben Menge 
Energie in verschiedenen Welten ein mehr oder weniger großer 
Normalwert der trägen Masse zukommen könnte. Es gibt ja 
kein anderes Maß für den Normalwert der trägen Masse als 
die Menge der Materie oder Energie, denn mißt man die träge 
Masse durch die Energie, die notwendig ist, um einem Körper 
eine bestimmte Geschwindigkeit zu erteilen, so wird ja wieder 
das gewählte Einheitsmaß für jene Energie zugrunde gelegt. 
Darum scheint es dem Verf., daß eine Bestimmung der Größe 
der trägen Masse durch die Massen der Gesamtwelt, in analoger 
Weise wie die jener Abweichungen durch lokale Massen, auch 
in der endlichen Welt etwas Undenkbares ist. Es scheint ihm 
daher, daß jenes „Wachsen“ der trägen Masse durch benach- 
barte Massen nicht geeignet ist, zu einem Vergleiche heran- 
gezogen zu werden.!) 


1) Als natürliche Einheit für die Menge der Energie und den Normal- 
wert der trägen Masse empfiehlt sich besonders jene, die durch Einssetzen 
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Daß ferner Beschleunigungen und Rotationen in der 
Nähe befindlicher Massen Beschleunigungs- und Rotations- 
felder erzeugen, ist auch dann nichts Unbegreifliches, wenn 
man im unendlichen Raume das Trägheitsfeld doch als etwas 
suis generis ansieht. Jene Effekte wären dann eben als be- 
sondere Art von Gravitationseffekten aufzufassen; man ist durch 
die vorliegenden Analogien nicht gezwungen, sie mit der Träg- 
heit im engeren Sinne in Parallele zu setzen (wenn auch wegen 
des Äquivalenzprinzips der lokale Beobachter diese wie andere 
Gravitationsfelder von dem kosmischen Trägheitsfeld nicht 
unterscheiden kann). Es gibt ja auch elektromagnetische Effekte, 
mit denen sich jene Gravitationseffekte in mancher Hinsicht 
vergleichen lassen.?) 

Einstein wendet sich gegen die ,,dualistische Auffassung‘ 
von der Bestimmung der physikalischen Eigenschaften des 
Raumes.*) Ein gewisser Dualismus in dieser Hinsicht, bzw. 
von „Trägheit‘‘ und ‚Gravitation‘ wäre in der unendlichen, 
quasieuklidischen Welt allerdings vorhanden, aber in gewissem 
(wenn auch nicht ganz dem gleichen) Sinne auch in einem end- 
lichen Raume. Auch in diesem läßt sich in der Abstraktion 
das durch die durchschnittliche Materieverteilung erzeugte Feld 
von den durch die tatsächlichen Ungleichmäßigkeiten bewirkten 
Modifikationen trennen und das erstere als „Trägheitsfeld‘“, 
die Abweichungen davon als ,,Gravitationsfeld‘‘ bezeichnen. 
In der unendlichen Welt würde ein Teil der einem Körper (in 
einem bestimmten Koordinatensysteme) zugeschriebenen ‚‚trägen 
Masse‘ seine eigentliche ‚träge Masse‘‘ sein, ein anderer würde 


des x der Einsteinschen Feldgleichungen gewonnen wird. Man denkt 
sich nun bisweilen, daß die Größe der Masse in der endlichen Welt insofern 
durch die Massen der Gesamtwelt bestimmt werde, als die Gravitations- 
konstante in Abhängigkeit von der Gesamtmenge der Materie und der 
mittleren Dichte stehe. Eddington findet dies „bewildering‘‘ (A. S. 
Eddington, Space, Time and Gravitation, 8. 163); u. E. mit Recht. 
Jedenfalls zeigt sich bei einer solchen ‚„‚Bestimmung‘‘ der Massengröße 
durch die Masse der Gesamtwelt keine Analogie zu der oben besprochenen 
Beeinflussung der trägen Massen durch lokale Massenanhäufungen. 

1) Z.B. die Rotation einer Metallplatte, die durch einen parallel 
zu ihr rotierenden Magneten veranlaßt wird. Der Verf. verkennt natür- 
lieh nicht den (wegen des Äquivalenzprinzips) bei dem Gravitationseffekt 
vorliegenden Unterschied. 

2) A. Einstein, Vier Vorlesungen, 8S. 64. 
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von den umgebenden Massen abhängen und es bestünde kein 
allgemeines Gesetz über das Verhältnis der Größen der beiden 
Bestandteile. Ebenso wäre es aber auch in der endlichen Welt, 
auch hier würde ein Körper in der Nähe von Massenanhäu- 
fungen (in unserem Koordinatensystem) einen Überschuß von 
träger Masse zeigen und es bestünde kein allgemeines Gesetz, 
welcher Bruchteil der beobachteten Masse in jedem Einzelfall 
dem Normalwert und welcher der Abweichung zuzuschreiben 
wäre. In gewissem Sinne würde auch hier ein Dualismus vor- 
liegen. 

Darauf läßt sich erwidern, daß hier der „Dualismus“ 
zwischen ‚„Trägheit und Gravitation“ doch einen anderen 
Sinn habe, weil auch das Trägheitsfeld durch die Materie 
bestimmt sei, während dies in der unendlichen Welt nicht 
der Fall sei. (Eine Bestimmung der trägen Masse der Größe 
nach, hat, wie wir sahen, auch in der endlichen Welt keinen 
Sinn.) Aber bis zu einem gewissen Grade ist doch eine Zw 
ordnung zwischen dem Trägheitsfeld und der Materieverteilung 
in der unendlichen Welt möglich, wenn auch jenes durch 
diese sicherlich nicht vollständig bestimmt ist. Es ist dann 
jedoch die Frage, ob man nicht eine solche Zuordnung als 
ausreichend ansehen kann. 

Es wäre auch nach Ansicht des Verfassers sehr un- 
befriedigend (wenn auch nicht erkenntnistheoretisch unmöglich), 
wenn die Gesamtmaterie der Welt gegenüber den Inertial- 
systemen (bzw. ihren Analogen in der quasiminkowskischen 
Welt) im Durchschnitt eine Rotation hätte. Wenn dies tat- 
sächlich nicht der Fall ist, dann fällt u. E. ein Hauptbedenken 
fort. Mach selbst hat sich ja auch im allgemeinen mit einer 
Hypothese begnügt, die jene Rotation ausschließt. 

Einstein vermutete, bevor er zu der Annahme der End- 
lichkeit des Raumes gelangte, daß die träge Masse im Unend- 
lichen verschwinden müsse. Steht man auf dem Standpunkte, 
daß die Trägheit irgendwie in einer Beziehung zur Materie 
und ihrer Verteilung steht, so könnte man es in der Tat un- 
befriedigend finden, wenn die Gesamtmasse der Welt endlich, 
das Trägheitsfeld im unendlichen Raume aber überall gleich- 
artig wäre. Anders steht es aber damit auch bei mittlerer 
Dichte Null, wenn die Gesamtmasse unendlich ist. Dies gilt 
sogar bei kageleyumeisinchen Verteilung der Materie. Jeder 
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Punkt im Raume hat dann natürlich eine bestimmte endliche 
Entfernung von dem Mittelpunkte. Es ist nun zu beachten, 
daß, wie weit auch immer ein Punkt von dem Mittelpunkt 
entfernt ist, er im wesentlichen gleichartig von unendlichen 
Massen konzentrisch umgeben ist. Nehmen wir an, der Punkt P 
habe den Abstand r vom Mittelpunkt. Betrachten wir nun 
einen Radius R, der sehr groß gegen r ist, so liegt der Punkt 
in bezug auf die unendliche, außerhalb der Kugel mit dem 
Radius R befindliche Masse immer fast konzentrisch und in 
der „Nachbarschaft“ vom Mittelpunkt, wie groß auch immer 
das zuerst gewählte r ist. Wenn man dies beachtet, dann er- 
scheint es sogar bei kugelsymmetrischer Materieverteilung 


Welt überall gleichartig ist. Alle Punkte haben ja in einer 
unendlichen Welt mit unendlicher Masse relativ zu den un- 
endlichen Massen sogar bei kugelsymmetrischer und natürlich 
erst recht bei molekularhierarchischer Materieverteilung im 
wesentlichen die gleiche Lage und nur relativ zu endlichen 
Massen eine in Betracht kommende Weise verschiedene. 


Analog wie nun in der endlichen Welt eine Zerlegung des 
G-Feldes in das durch die durchschnittliche, gleichmäßig ver- 
teilte Materie und in das durch lokale Ungleichmäßigkeiten 
bedingte möglich ist, so mag man sich vorstellen, daß in einer 
unendlichen Welt mit unendlicher Masse das Trägheitsfeld der 
unendlichen Gesamtmasse mit der mittleren Dichte Null zu- 
geordnet ist. 

Der Verfasser verkennt freilich nicht, daß hier ein Unter- 
schied vorliegt. Die Auffassung, daß in der unendlichen Welt 
die unendliche Gesamtmasse (mit der mittleren Dichte Null) 
die Bedingung für das Vorhandensein des Trägheitsfeldes sei, 
wird durch die Gleichungen der allgemeinen Relativitätstheorie 
nicht verlangt. Die Gleichungen lassen auch zu, daß im un- 
endlichen Raume nur eine endliche Menge von Materie vor- 
handen sei, ja sogar, daß er vollkommen leer sei. Dagegen 
ist bekanntlich in der Zylinderwelt (auf das Problem der 
De Sitterschen Welt gehen wir hier nicht ein) das Dasein 
einer endlichen mittleren Materiedichte notwendig. Aber man 
kann sich doch folgende Vorstellung machen: 

Wenn nur eine endliche Menge von Materie in der Welt 
vorhanden ist, dann ist der Raum endlich und die Materie 
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ist mit endlicher Dichte verteilt, nur wenn die Gesamtmasse 
unendlich ist, ist auch der Raum unendlich. Die unendliche 
Masse (mit der mittleren Dichte Null) ist die Bedingung fir 
das Vorhandensein des unendlichen Raumes und des in ihm 
vorhandenen Trigheitsfeldes. Man kann sich die zunächst 
endlich gedachte Gesamtmasse und den zu ihr gehörigen end- 
lichen Raum immer mehr vergrößert denken. Dazu nimmt 
bekanntlich die mittlere Dichte wie 1/R? (R der Krümmungs- 
radius des Raumes) ab. Man denke sich nun den Grenzübergang 
zur unendlichen Masse und zum unendlichen Raum vollzogen, 
dann wird auch die mittlere Dichte Null. Natürlich sind dies 
alles Fiktionen, „die Welt ist nur einmal da“, aber diese Fik- 
tionen können dazu dienen, das eventuell tatsächliche* Zu- 
sammenbestehen von unendlichem Raum und unendlicher 
Masse zu illustrieren und zu zeigen, daß zwar ein unendlicher 
Raum mit seinem Trägheitsfeld nicht zu einer endlichen Masse 
paßt, wohl aber zu einer unendlichen. 

Mathematisch läßt sich diese Zuordnung ebenfalls ein- 
fach formulieren, indem man die Gleichungen für einen end- 
“lichen Raum mit endlicher Masse aufstellt und davor für 
irgendeinen Parameter p, der mit wachsendem Raum und Masse 
gegen oo oder 0 strebt, lim oder lim schreibt. (Vor die von 


p=co p=V 
Einstein jetzt aufgegebene Gleichung mit ,,j-Glied‘‘ wäre 
also lim zu schreiben.) Damit ist in einfacher Weise zum Aus- 


i=0 
druck gebracht, daß Raum und Masse in Zusammenhang 
miteinander unendlich sind und die mittlere Dichte Null ist. 
Krümmungsradius, Gesamtmasse und mittlere Dichte sind 
dann in analoger Weise wie in der endlichen Welt einander 
zugeordnet. 


Ob alle diese Betrachtungen geeignet sind, mit der An- 
nahme eines unendlichen Raumes auszusöhnen, mag von der 
individuellen Auffassung abhängen. Ich betone nochmals, 
daß ich nicht behaupten will, daß in der quasieuklidischen 
Welt das „Machsche Prinzip“ im Sinne Einsteins erfüllt 
sei. Das G-Feld ist in der unendlichen Welt sicherlich nicht 
durch den T,,‚-Tensor bestimmt und wenn man das letztere 
fordert und es überhaupt erfüllbar ist, dann muß man die 
Endlichkeit annehmen. 
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auch in der endlichen Welt nicht erfüllt ist. Bei völlig gleich- 
mäßiger Materieverteilung ist sie erfüllt, ob aber auch bei der 
tatsächlich vorhandenen oder bei jeder möglichen ungleich- 
mäßigen ist fraglich. Dies gilt auch für die Feldgleichung 
mit A-Glied.!) Für diese wäre aber die Erfüllung jener Forderung 
eher zu erwarten als für die ursprüngliche. Wie Einstein 
selbst gesagt hat, ist die Feldgleichung mit j-Glied äquivalent 
der Annahme eines überall konstanten negativen Druckes von 
der Größe 1.2) Später kehrte Einstein zu der ursprünglichen 
Form der Feldgleichung ohne i-Glied zurück und der nun- 
mehr als etwas physikalisch Reales angenommene Unterdruck 
wird von ihm jetzt, wie es scheint, ebenso wie die Massen- 
dichte als örtlich variabel und nur im Mittel gleich p an- 
gesehen.*) Es ist nun klar, daß es bei völlig konstantem p 
viel wahrscheinlicher ist, daß das G-Feld durch den T,,,-Tensor 
bestimmt sei. Bei vollkommen ruhender Materie ist es dann 
für die räumlichen g;,, wie schon elementar ersichtlich, ohne 
Zweifel der Fall, denn es ist dann einfach: g,, = T,, const. 
Das konstante p oder A in Verbindung mit den 7,, (der ur- 
sprünglichen Feldgleichung) spannt dann gewissermaßen ein 
starres Koordinatennetz mit Maßbestimmung aus.*) 


Ob aber, wenn p ebenso wie die Dichte örtlich variabel 
st, die g,, durch die T,, allein völlig bestimmt seien, ist viel 
fraglicher.5) 


1) Vgl. W. Pauli jr., Enzyklopädie d. math. Wiss. 5. 2. Heft 4. 
8.747. 1921. 

2) A. Einstein, Physik. Zeitschr. 19. S. 166. 1918, 

3) A. Einstein, Vier Vorlesungen, S. 68f. Vgl. auch E. Schrö- 
dinger, Physik. Zeitschr. 19. S. 20. 1918, der jedoch dem p eine andere 
physikalische Bedeutung gab. 

4) Auch in der kürzlich erschienenen Arbeit Laues (M. v. Laue, 
Berliner Berichte phys.-math. Kl. S. 27, 1923), in der eine strenge Lösung 
für eine endliche Welt mit ungleichmäßig verteilter Masse mit leeren 
Hohlräumen gegeben wird, werden die Feldgleichungen mit konstantem 
4 zugrunde gelegt. 

5) Falls man mehr Größen als die 7,,, zur Charakterisierung der 
Materie heranzieht, dann kann natürlich das @-Feld jedenfalls durch die 
„Materie‘‘ bestimmt sein. Dies gilt dann auch für die unendliche Welt, 
da auch in dieser der Raum nirgends völlig leer zu sein braucht und, 
wenn man die Strahlungsenergie als kontinuierlich verteilt betrachtet, 
auch tatsächlich nirgends völlig leer sein wird. Wenn wir z. B. ruhende 
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Es ist sicherlich richtig, daB sich auf Grund der Ein. 
steinschen Gravitationstheorie mannigfache Unterschiede 
zwischen der endlichen und unendlichen Welt ergeben. Wir 
haben einen von ihnen schon erwähnt, daß nämlich auf Grund 
der Feldgleichungen eine Minkowskiwelt, aber nicht eine 
Zylinderwelt ohne Materie denkmöglich ist. Aber, wie wir ge 
sehen haben, kann man ohne Schwierigkeit ein Gesetz formu. 
lieren, aus dem folgt, daß der Raum ohne Materie überhaupt 
nicht vorhanden, bei endlicher Gesamtmasse endlich und nur 
bei unendlicher unendlich ist. Es bleibt auch dann jedenfalls 
der physikalische Unterschied zwischen der unendlichen und 
endlichen Welt bestehen, daß sich in ersterer das G-Feld bei 
weitgehender Variation der Massenverteilung im ganzen recht 
ähnlich (völlig gleich natürlich nicht) bleiben kann, während 
dies in der endlichen Welt nicht der Fall ist.!) Falls das 
Machsche Prinzip (in dem besprochenen Sinne der Bestimmung 
der g,, durch die T,,,) auch in der endlichen Welt mit ungleich- 
mäßiger Dichte nicht erfüllt sein sollte, würde sich dann der 
Unterschied in dem Verhältnis des G-Feldes zum T,, ,-Tensor 
auf den soeben genannten reduzieren. Ob diese Differenz 
ein entscheidendes Motiv für die Annahme der Endlichkeit 
der Welt wäre, bliebe Auffassungssache. 


II. Unendlichkeit des Raumes bei nichtquasistatischer 
Materieverteilung. — In der endlichen Welt Einsteins herrscht 
eine quasistatische Materieverteilung. Wenn der Raum quasi- 


Materie und für den 7',„-Tensor die Gestalt annehmen, den er nach Ein- 
stein für die endliche Welt hat, dann ist: 
Ta=—gaP (i, k=1, 2, 3); = Gag (0 — P)- 

Wenn wir dann etwa die zwölf Größen Tuys % P als die ,,Materie“ 
charakterisierend ansehen, dann sind damit die g,,, an jeder Stelle schon 
in trivialer Weise und ohne Heranziehung der Feldgleichung ,,durch die 
Materie bestimmt‘ und zwar sowohl in einer unendlichen wie in einer 
endlichen Welt. Es ist dies freilich nicht das, was Einstein im Auge 
hatte, aber erkenntnistheoretisch oder überhaupt in einem allgemeinen 
Sinne betrachtet, ist es u. E. ebenfalls befriedigend. Auch dann stehen 
die räumlichen Beziehungen in Abhängigkeit vom materiellen Weltinhalt, 
in dem Sinne, in dem das letztere tatsächlich erkenntnistheoretisch not- 
wendig ist. 

1) In dieser Weise läßt sich der Sachverhalt vielleicht auch zum 
Ausdruck bringen, der mit „Unabhängigkeit der Trägheit von der Materie- 

_ verteilung in der unendlichen Welt‘ bezeichnet wird. 
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euklidisch (im bisherigen Sinn), die Materie molekularhier- 
archisch verteilt ist und die einzelnen Systeme n-ter Ordnung 
sich durchschnittlich in dem nächsthöheren System im mecha- 
nischen Gleichgewicht befinden, dann verlangt die allgemeine 
Relativitätstheorie, daß auch eine solche unendliche Welt nicht 
völlig unstatisch sei. Vollkommen unstatische Materie in einer 
Minkowskischen oder quasiminkowskischen Welt erfordert, 
daß die mittlere Relativgeschwindigkeit aller Körper gleicher 
Größenordnung, etwa der Sterne der ganzen Welt, gleich c sei. 
Dies ist aber nur dann mit der Bedingung der mechanischen 
Stabilität der molekularhierarchischen Welt vereinbar, wenn 
die Potentialdifferenz gegen das Unendliche unendlich ist. 
Das letztere widerspricht jedoch nach der allgemeinen Re- 
lativitätstheorie der Definition des quasieuklidischen Raumes, 
denn nach dieser muß ein Koordiantensystem möglich sein, 
derart, daß die g,, überall nur wenig (oder jedenfalls nur um 
Beträge unterhalb eines bestimmten) von ihren Minkowski- 
schen Normalwerten ö,, abweichen. 

Der Verf. hat ausgeführt, daß eine vollkommen un- 
statische, molekularhierarchische Welt denkmöglich und der 
Erfahrung nicht widersprechend ist. Er hat dargelegt, daß 
Unendlichkeit der Potentialdifferenz diesen Bedingungen ge- 
nügt!) und daß dies auch für mittlere Relativgeschwindigkeit 
aller Sterne der Welt gleich c gilt.?2) Das erste ist nichts prin- 
zipiell Unmögliches und widerspricht nicht der Kleinheit der 
beobachteten Sterngeschwindigkeiten, da Körper, die aus 
großen Entfernungen in ein endliches System eindringen, auch 
bei unendlicher Potentialdifferenz genügend selten auftreten 
können, wie sich besonders deutlich aus der Theorie der iso- 
thermen Gaskugel ergibt. Das zweite ist ebenfalls möglich, 
da es nicht im Widerspruche damit steht, daß die Relativ- 
geschwindigkeit je zweier beliebiger Körper in jedem Einzelfall 
kleiner als c ist und daß die Relativgeschwindigkeit der 
Systeme n-ter Ordnung, die zu demselben System n + 1-ter 
Ordnung gehören (z. B. der Sterne im en Er 
klein gegen c sei. 

1) F. Selety, Ann. d. Phys. 68. S. 291-295, 1922, 

2) F. Selety, a.a. 0O., S. 328—331. [Im darauf Folgenden, S. 331f., 
sind der drittletzte (inkl. der Fußnote) und vorletzte Absatz der Ab- 
handlung mehrfach mangelhaft und zu streichen.] 
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1. Gründe für die Annahme nicht-statischer Materie. — 
Der Verf. hat bereits früher zu begründen versucht, daß die 
Annahme einer nichtstatischen Materie besser zur speziellen 
Relativitätstheorie und zur Union von Raum und Zeit passe 
als die einer quasistatischen, da die letztere die Auszeichnung 
einer Zeit bedeutet.!) Der Verf. möchte nochmals seine Auf- 
fassung zu erläutern versuchen. 


Es ist natürlich nieht undenkbar, daß es allerlei materielle 
Auszeichnungen im dreidimensionalen Raume gebe. Es könnte 
einen ausgezeichneten Punkt (Mittelpunkt) oder Quasipunkt 
(Mittelgebiet) geben. Es könnte eine ausgezeichnete Linie oder 
Richtung oder Fläche vorhanden sein. Das letztere ist in 
unserem Milchstraßensystem bekanntlich der Fall und & 
scheint (nach Shapley), daß die Auszeichnung der galaktischen 
Ebene sich auch über unser engeres Fixsternsystem hinaus 
erstreckt. Es wäre nicht denkunmöglich, daß eine solche aus 
gezeichnete Ebene auch in der Gesamtheit des unendlichen 
Raumes vorhanden sei, ebenso wie es nicht denkunmöglich 
ist, daß durch die Materie ein ausgezeichneter Mittelpunkt 
des unendlichen Raumes bestimmt werde. Aber das eine wie 
das andere ist eine unbefriedigende Annahme, da es zu der 
geometrischen Homogenität des Raumes nicht paßt.?) 


Vom vierdimensional weltgeometrischen Standpunkte be- 
stünde nun eine analoge Auszeichnung einer Zeitrichtung, wenn 
die Materie quasistatisch wäre. Von diesem Standpunkte aus 
erscheint daher das letztere in der Minkowskiwelt aus den 
gleichen Gründen unbefriedigend wie analoge Auszeichnungen 
im dreidimensionalen Raum. Einem Mittelpunkt des Raumes 
z. B. würde in der vierdimensionalen Welt eine ausgezeichnete 


1) F.Selety,a.a.’O., 8.'325—327 und Ann. d. Phys. 72. S.65ff. 1923, 

2) Mit der Invarianz der mechanischen Gesetze für beliebig ge- 
richtete und in einen beliebigen Punkt gelegte Koordinatensysteme hat 
dies natürlich nichts zu tun. Ebenso ist es für unsere Betrachtung gleich- 
gültig, ob der ausgezeichnete Punkt oder die ausgezeichnete Ebene usw. 
exakt definierbar sind oder nicht. Die galaktische Ebene z. B. ist nicht 
exakt definiert, aber es ist doch klar, wie es zu verstehen ist, wenn man 
von einer ausgezeichneten Ebene in unserem Fixsternsystem spricht. 
Wenn eine solche Auszeichnung in der ganzen unendlichen Welt bestünde, 
dann könnte man in dem gleichen Sinne von der Auszeichnung einer 
Ebene im Raume sprechen. 
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Zeitlinie entsprechen. Eine ausgezeichnete Zeitrichtung ist in 
der Minkowskiwelt aus den gleichen Gründen unbefriedigend 
wie eine ausgezeichnete Zeitlinie. x 
In der Zylinderwelt würde wenigstens keine materielle = 
Auszeichnung bestehen, die nicht schon in der rein geometri- _ 
schen Struktur vorliegt, das obige Argument läßt sich also ~ 
gegen sie nicht ganz in dem gleichen Sinne vorbringen. Aber 2 
vom Standpunkt der Union von Raum und Zeit ist der un- 
endliche „Zylinder“ überhaupt u. E. ein wenig befriedigendes 
Weltbild. Wenn man an die Zeit im alten Sinne glaubt, dann _ 
mag ein in der unendlichen Zeit unverändert bleibender end- 
licher Raum ebenso annehmbar scheinen wie ein unendlicher. 
Vom vierdimensionalen Standpunkte aus ist aber der in der 
Zeitdimension unendliche ‚Zylinder‘ sozusagen ein 
Gebilde.!) Die vom vierdimensionalen Standpunkte im kleinen __ 
vorhandene Minkowskische Geometrie paßt nicht gut zu 
einer Welt im großen mit einer ausgezeichneten Zerlegung in 
Raum und Zeit. Oder ‚anders ausgedrückt, die 


Sinne ausgessichnete Zeit gebe. 
Wenn derartige Auszeichnungen in der tatsächlichen kon- | 


1) Vom vierdimensionalen Standpunkte aus würde es bei Endlich- 
keit des Raumes naheliegen, auch in der Zeit Endlichkeit und Geschlossen- 
heit anzunehmen. Die De Sittersche formal vierdimensional sphärische 2 
Welt ist bekanntlich in der Zeit nicht real endlich. Es wäre aber statt _ 
der Zylinderwelt eine Ringwelt möglich, die zweifach — im Raum und 
in der Zeit — zusammenhinge. Der Ausdruck „Ringwelt‘ könnte aller. — 
dings insofern irreführend wirken, als die betrachtete Welt metrisch dr __ 
„Zylinderwelt‘‘ äquivalent wäre, während eine Ringfläche bekanntlich — 
tine andere Metrik als eine Zylinderfläche hat. Man könnte jene Welt 
also deutlicher als „zeitlich geschlossene Zylinderwelt‘‘ bezeichnen. Vom _ 
werdimensionalen Standpunkte würde eine solche vorliegen, wenn das = 
Weltgeschehen in einer räumlich endlichen Welt einaml genau zu dm 

Anfangszustand zurückführte. Vom Standpunkte der alten Zeitauffassung _ 
würde dies unendliche Wiederholung der gleichen Periode bedeuten, vom — 
vierdimensionalen Standpunkte einfach zeitliche Endlichkeit und Ge- n 
schlossenheit. Dies würde dann zur Endlichkeit des Raumes weit besser — 
passen als zeitliche Unendlichkeit. Aber die in der zeitlich geschlossenen, 
tbenso wie in der offenen Zylinderwelt geometrisch vorgezeichnete ead : 
kgung in Raum und Zeit macht doch auch eine solche Welt weniger be # Fe 
fiedigend als eine, in der keine derartige Zerlegung bestimmt ist. Sys 
Annalen der Physik. IV. Folge. 73. 21 
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kreten Welt auch nichts mit der Invarianz der gewöhnlichen, 
mechanischen und elektromagnetischen Gesetze für verschiedene 
Koordinatensysteme zu tun haben, so kann man doch in einem 
gewissen Sinne von einer Auszeichnung auch im Naturgesetz- 
lichen sprechen, wenn solche Auszeichnungen für den ganzen 
Kosmos bestehen. Alle Naturgesetze bedeuten schließlich doch 
nichts anderes als gewisse abstrakt betrachtete Grundeigen- 
schaften der tatsächlichen Welt. Alle Naturwissenschaft ist 
in diesem Sinne eigentlich Kosmographie und die Aufstellung 
von Naturgesetzen bedeutet eine Beschreibung gewisser sich 
an vielen Raumzeitstellen wiederholender Eigenschaften der 
Welt. Es verhält sich damit im Prinzip nicht anders, als wenn 
man bei der Beschreibung eines individuellen Tausendfüßer 
eine allgemeine Angabe über die Struktur eines seiner gleich- 
artigen Füße macht. Sonach ist jede Angabe einer allgemeinen 
Eigenschaft der Welt die Angabe eines Naturgesetzes. Be 
stünde also irgendeine kosmische Auszeichnung durch die 
Materieverteilung, so würde in diesem Sinne ihre Feststellung 
doch etwas Naturgesetzliches aussagen.!) 

Wir wollen unter der kosmologischen Erfüllung eine 
Relativitätsprinzips den Tatbestand verstehen, daß unter allen 
nach dem betreffenden Prinzip gleichberechtigten Koordinaten- 
systemen keines für die Beschreibung der konkreten Gesamtueli 
einen Vorzug besitzt. In diesem Sinne ist also das Relativitäts 
prinzip der räumlichen Koordinatennullpunkte nur dann er 
füllt, wenn durch die Materieverteilung kein ausgezeichnete 
Punkt bestimmt wird. Die kosmologische Erfüllung de 
speziellen Relativitätsprinzips verlangt außer dem eben Ge 
sagten und der kosmologischen Gleichberechtigung aller räum- 
lichen Richtungen auch noch vollkommen unstatische Materie 
bzw. keine Auszeichnung einer Zeitachse durch die Materie. 
Die kosmologische Erfüllung des Äquivalenzprinzips würde 
verlangen, daß tatsächlich jedes empirische Trägheitsfeld sich 


1) Was dann die Bevorzugung von Koordinatensystemen für di 
Darstellung der Naturgesetze betrifft, so sagt Einstein selbst, dab, 
wenn es eine physikalisch bevorzugte Richtung im Raume gebe, & 
unzweckmäßig wäre, die Gesetze in bezüglich Drehungen des Koordinaten- 
systems kovarianter Form darzustellen (A. Einstein, Vier Vorlesungen, 
8. 11, Anm.). Dies gilt dann natürlich auch mutatis mutandis für de 
vierdimensionale Welt. 
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wirde}| @mtheit aller Naturgesetze mit unserer ,,kosmologischen Er- 
sich lung‘. 
dab andererseits allen seinen allgemeinen Eigenschaften 


dinaten- 1) A. Einstein, Ann, d. Phys. 55. S.241. 1918. Einstein gebraucht 
esungen, ttwas andere Ausdrücke. Wir haben die Formulierung so gewählt, daß 
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bei Betrachtung eines umfassenderen Gebiets bloß als Stück 
eines Gravitationsfeldes erweist. (Darüber später mehr.) 
Unsere ,,kosmologische Erfüllung“ ist eine dritte Be- 
deutung, neben den von Einstein und Kretschmann fest- 
gesetzten, in der man ein Relativitätspostulat verstehen kann. 
Nach Einstein bedeutet die Erfüllung eines Relativitäts- 
postulats durch ein hypothetisches Naturgesetz, daß die Dar- 
stellung des Gesetzes in einer für die betreffende Trans- 
formationsgruppe kovarianten Form eine einfache Gestalt 
habe. In diesem Sinne ist z. B. die allgemeine Relativität 
für das Einsteinsche, aber nicht für das Newtonsche Gravi- 
tationsgesetz erfüllt, obwohl sich auch dieses allgemein ko- 
variant formulieren läßt.!) Nach Kretschmann dagegen er- 
füllt „ein System physikalischer Gesetze dann und nur dann 
das Relativitätspostulat einer invarianten Transformations- 
gruppe G, wenn bei jeder beliebigen Darstellung (von mir hervor- 
gehoben) aller Gesetze des Systems und nur dieser Gesetze 
die für die Darstellung aller Gesetze des Systems und nur 
dieser Gesetze physikalisch berechtigten .... Bezugssysteme 
unter allen nach den Gesetzen möglichen physikalischen Um- 
stinden eine so große Schar bilden, daß die Schar der sie ver- 
bindenden Transformationen die Gruppe G in irgendeiner 
Form als Teil enthält oder ihr gleich ist‘‘.2) In Kretschmanns _ 
Sinn erfüllen die Gesetze der Einsteinschen Gravitations- 
theorie jedenfalls nicht das allgemeinste Relativitätspostulat. 
Unsere dritte Bedeutung der ,,kosmologischen Erfüllung“ ist 
de engste; nach ihr ist durch Einsteins kosmologisches 
System sicherlich überhaupt kein Relativitätspostulat erfüllt. 
Faßt man den Begriff des ‚„‚Naturgesetzes‘‘ in dem früher dar- 
gelegten weitesten Sinn, dann deckt sich die Erfüllung eines 
Belativitätspostulats im Sinne Kretschmanns für die Ge- 


In Anbetracht des früher Ausgeführten, daß einerseits alle 
Naturgesetze allgemeine Eigenschaften des Kosmos beschreiben 


für der Kretschmanns parallel ist. 


2) E. Kretschmann, Ann, d. Phys. 58 S. 584. 1917. 
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is 3: ER 2) F. Selety, a. a. O., 8. 328-331. 
8) F. Selety, a. a. 


Naturgesetze entsprechen, scheint es nun dem Verf., dag 
der Sinn der ,,kosmologischen Erfüllung‘ ein solcher ist, in 
welchem man nicht unangemessen die physikalische Relativitat 
verstehen kann. (Dies ist natürlich nur eine terminologische 
Frage.) In diesem Sinne gibt es in der Einsteinsche 
Zylinderwelt und überhaupt bei quasistatischer Materie kein 
Relativität der Zeit oder, umgekehrt ausgedrückt, eine „ab- 
solute Zeit‘. 

Der Verf. hat gezeigt, daß vollkommene kosmologisehe 
Erfüllung des speziellen Relativitätsprinzips physikalisch még 
lich ist. Er hat einerseits bewiesen, daß in einer molekular 
hierarchischen Welt auch im strengsten Sinne kein Gebiet im 
Raume ausgezeichnet sein muß!) und daß andererseits in einer 
molekularhierarchischen Welt deren einzelne Systeme im 
mechanischen Gleichgewicht sind, dennoch alle Zeitrichtungen 
kosmologisch völlig gleichberechtigt sein können.?) Ein solche 
Weltbild besitzt viele Vorzüge, aber (wie hier schon gesagt 
wurde) nach der allgemeinen Relativitätstheorie ist nicht alle 
davon mit der Quasieuklidizität des Raumes (in dem def 
nierten Sinne) vereinbar. Die nichtstatische Matreie besitz 
aber nach dem Gesagten derartige Vorzüge, daß es jedenfall 
erwägenswert ist, ob sie sich nicht doch mit der allgemeine 
Relativitätstheorie in Einklang bringen läßt. Bei Endlichkeit 
des Raumes ist dies natürlich ausgeschlossen. Wie der Ver. 
schon früher gesagt hat, ist ganz unstatische Materie phys 
kalisch nur bei Unendlichkeit der Welt möglich.) Es bleib 
also bloß die Möglichkeit, daß der Raum zwar unendlidı, 
aber nicht in dem früher definierten Sinne quasieuklidisc 
ist. Wir werden zeigen, daß er es in einem etwas weitere 
Sinne doch sein kann. 

2. Ungleichmäßig quasieuklidische Räume. Unter eine 
gleichmäßig quasieuklidischen Riemannschen Mannigfaltigkei 
wollen wir eine solche verstehen, in der ein Koordiantensystem 
möglich ist, so daß überall in der Mannigfaltigkeit — mil 
Ausnahme von Gebieten von der Art, daß für ein genügend 
großes Raumgebiet das Verhältnis des Gesamtvolumens (alk 
Volumina von der Dimensionszahl der Mannigfaltigkeit und 


1) F. Selety, Ann. d. Phys. 68. S. 308-312. 1922. 


| 
4 
in 
zu 
8¢ 
: 
10 
na 
hi 
2 . 
di 
da 
Q 
Be 
fal 
mi 
et 
én 
des 
qu 
qu 
tra 
hel 
ma 
m 
K, 
= a 
hen], 
no 
uf 
mn 
nat. 


daß 
st, in 
ivität 
gische 
schen 
keine 


gische 
mig 
kular- 
jet im 
einer 
e im 
ungen 
‚olche 
gesagt 
t alles 
defi- 
besitzt 
enfalls 
neinen 
chkeit 
Vert. 
phys 
bleibt 
ndlieh, 
lidiseh 
eiteren 


tigkeit 
system 
— mil 
nügend 
s (alle 
it und 


Unendlichkeit des Raumes und allgem. Relativitätstheorie 311 


im natürlichen Maße) der darin enthaltenen Ausnahmsgebiete "a 
zu dem des betrachteten Raumgebiets unter jede positive Größe 
sinkt — für jede positive Zahl e |g,, —6,,|< e.!) 

Unter einer ungleichmäßig quasteuklidischen Riemann- 
schen Mannigfaltigkeit wollen wir eine solche verstehen, in 
der zwar die obige Bedingung nicht erfüllt ist, in der sich aber 
zu jedem Volumen V und zu jeder positiven Zahl ¢ überall 
in der Mannigfaltigkeit mit Ausnahmsgebieten von derselben Art 
wie oben ein Gebiet V’ > V finden läßt, in dem ein Koordi- 
natensystem möglich ist, derart, daß überall in V’ (oder | 
höehstens mit relativ zu V’ in summa beliebig kleinen Aus- 
nahmegebieten) 

—d,|<e. 

Dieser Definition ist (mindestens für zwei- und drei- 
dimensionale Mannigfaltigkeiten) die Festsetzung äquivalent, 
daß, bei Nichterfüllung der Bedingung der gleichmäßigen 
Quasieuklidizität, der geometrische Mittelwert des absoluten 
Betrags des Gaussschen Krümmungsmaßes für die ganze 
Mannigfaltigkeit Null ist. 

Wir wollen zur Erläuterung ein einfaches Beispiel einer 
wgleichmäßig quasieuklidischen, zweidimensionalen Mannig- 
faltigkeit geben. Man denke sich eine Halbkugel (K,), diese 
soll auf einer viel größeren sich befinden usw. in infinitum 
mit unbegrenzt wachsender Halbkugel K,. Man stelle sich 
«wa eine nach unten unbegrenzte Reihe von immer größeren, 
änander tragenden Kuppeln vor. Die unendliche Oberfläche 
des so entstehenden Körpers ist sicherlich nicht gleichmäßig 
quasi-eben, aber sie ist nach unserer Definition ungleichmäßig 
qasi-eben. Das mittlere Krümmungsmaß sinkt bei Be- 
tachtung immer größerer endlicher Gebiete unter jeden be- 
lebigen Betrag. (Die Unstetigkeitsstellen der Krümmung kann 
man sich irgendwie abgerundet denken.) Das mittlere Krüm- 
mungsmaß der Gesamtfläche ist Null. 

Statt daß sich auf jeder Halbkugel K, nur eine kleinere — 
K,., befindet, können die K„_, auch zahlreich sein. Wenn 


1) Die Forderung, daß „im Unendlichen“ g,, = 6,, sei, kann bei 
molekularhierarchischer Materieverteilung nicht ganz im strengen Sinne 
mfrecht erhalten werden, weil man dann in noch so großer Entfernung — 
immer wieder auf Gebiete trifft, in denen die g,,, sich um ebensoviel von den 
),, unterscheiden, wie in unserer Umgebung (bei dem gewählten Koordi- 


Mtensystem). 


N 
: 
iat 
=f 
- 
~ 


q 
sie nur viel kleiner als K,, sind und von diesen den überwiegen. 
den Teil der Oberfläche frei lassen, so ist die unendliche Ge 
samtfläche sicherlich ebenfalls quasi-eben (vgl. Fig. 1). 


Man könnte fragen, mit welchem Rechte man solche 
Flächen, wenn auch in einem weiteren Sinne, quasi-eben 
nennen könnte. Es rührt dies daher, weil sich beliebig groß 
endliche Gebiete auf ihnen finden lassen, in denen die Geo 
Se metrie nur beliebig wenig von der der Ebene abweicht und 
der Teil der Gesamtfläche auf dem für jeden Einzelfall (de 
SET, gewählten Gebietsgröße und der gewählten Annäherung an 
die Ebenheit) die Bedingung erfüllbar ist, immer die ganz 
unendliche Fläche mit Ausnahme eines endlichen Teils ist, 
Nur für die ganze Fläche läßt sich nicht ein einziges Koordi- 
natensystem angeben, so daß die g,, überall annähernd 4, 
bleiben. Wegen des Zusammenhanges dieser Verhältnisse mit 
der gleichmäßigen und ungleichmäßigen Konvergenz haben 
wir die Bezeichnung gleichmäßige und ungleichmäßige Quasi- 
euklidizität gewählt. 

8. Nichtstatische, stabile molekularhierarchische Welten 
ungleichmäßig quasiminkowskischen Mannigfaltigkeiten. — I 
einer ungleichmäßig quasiminkowskischen Welt scheinen nun 
unsere früher genannten Postulate erfüllbar zu sein. 

Die geometrische Möglichkeit einer ungleichmäßig quasi 
minkowskischen Welt ist ohne weiteres ersichtlich. Was die 
physikalische Möglichkeit auf Grund der allgemeinen Re 
lativitätstheorie anlangt, so ergibt sich sofort aus dem Aqui 
valenzprinzip, daß eine nach oben unbegrenzte Hierarchie 
quasigalileischer Felder möglich ist, wie sie in der ungleich- 
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trachtete vierdimensionale Gebiet mit hinreichender Genauig- 
keit quasigalileisch ist, dann braucht man sich ja für entspre- _ 
chend weitgehende Näherungsbetrachtungen um alles außerhalb 
desselben nicht zu kümmern. Was nun die Fortsetzung nach ; 
„unten‘‘ anlangt (wir nehmen hier, wie bisher immer, an, daß pe 3 
die Zahl der Stufen ins kleine endlich ist), so ist die Sache etwas 


m betrachtenden Gebiet, falls dieses höherer Ordnung ist, die 
(llerregenden Massen trotz der kleinen Geschwindigkeit jedes 
Systems in bezug auf das nächst höhere, eigentlich nicht 
quasistatisch. Aber wenn wir räumliche Gebiete außerhalb 
eines Systems n-ter Ordnung betrachten, die innerhalb des 
das System umgebenden quasigalileischen Gebiets liegen, aber 
doch im Verhältnis zur Größe des Systems hinreichend weit —_ 
genug von ihm entfernt sind, dann läßt sich das gesamte 
System n-ter Ordnung als ein räumlicher Punkt auffassen, in 
dem wir dem T,,-Tensor gewisse Durchschnittswerte zu- 
schreiben müssen. Wegen der sehr großen Zahl von Systemen — 
nächst niederer Ordnung, also gar erster Ordnung, aus denen 
jedes System besteht, können wir nun annehmen, daß sich in 
einem Koordinatensystem, in dem der betrachtete „Punkt“, 
ruht, alle Komponenten des T,,-Tensors, mit Ausnahme von — 
Ty, statistisch ausgleichen. Damit ist nun das Problem auf 
das bekannte des zentrisch-symmetrischen statischen Fr 
reduziert. 


Der Verf. hat in seiner früheren Abhandlung ausgeführt, 2 
daß es für die molekularhierarchische Welt vor allem naheliegt, 
dynamische Ähnlichkeit der Systeme verschiedener Größenordnung 
anzunehmen, derart, daß in ihnen die Massen, Lineardimen- — 
sionen und Zeiten proportional, die relativen Geschwindigkeiten 
also von gleicher Größenordnung sind.!) Während dieses 
System bei gleichmäßig quasiminkowskischer Welt nach der 
allgemeinen Relativitätstheorie nicht möglich ist, ist es dies 
bei ungleichmäßig quasiminkowskischer Metrik. e 

Da in diesem Weltbilde wegen der völlig unstatischen 
Materie für die ganze Welt keine „Spaltung in Raum und Zeit“ _ 
möglich ist (derart, daß die g,; @ +4) überall annähernd ver- 
enden), so ist es besser, hier nicht von Raum und Zeit 


1) F. a. a. O., S. 304, 322, 
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für sich allein, sondern nur von der vierdimensionalen Mannig- 
faltigkeit zu sprechen. 

In der dynamisch ähnlichen molekularhierarchischen Welt 
herrscht nach der allgemeinen Relativitätstheorie „‚kosmolo- 


_ gische Erfüllung‘ des Aquivalenzprinzips. Jedes empirische 


quasigalileische ‚„Trägheitsfeld‘“‘ hat bloß lokale Bedeutung. 
Vom Standpunkte der allgemeinen Relativitätstheorie kann 
man dies nicht alseinen Nachteil, vielleicht eher als einen Vor- 
teil dieses Weltbildes ansehen.!) 


III. 1. Ein zentrisch-symmetrisch statisches Modell in einem 
ungleichmäßig quasieuklidischen Raum. — Manche, wenn auch 
natürlich nicht alle Verhältnisse in dem vorhin betrachteten 
Weltbild lassen sich durch ein zentrisch-symmetrisches statisches 
System erläutern. Wir denken uns eine mit imkompressibler 
Flüssigkeit erfüllte Kugel K,, deren Gravitationsradius sehr 
klein gegen ihren geometrischen Radius ist. Sie sei umgeben 
von einem konzentrischen Hohlraum H,, der sehr viel größer 
als K, ist, dieser wieder von einer mit Ausnahme des Hohl- 
raumes mit imkompressibler Flüssigkeit erfüllten konzen- 
trisehen Kugel K, mit sehr viel größerem Radius als H, usw. 
in infinitum. Die Dichten der Flüssigkeiten der Kugeln sollen 
derart mit der Größe derselben abnehmen, daß die Massen 
der Kugeln immer ihren Radien (im natürlichen Maße) pro- 
portional sind, die Gravitationsradien von K,, also immer klein 


1) Ja, es fragt sich, wenn man die physikalische Relativität so weit 
als möglich führen will, ob man nicht gerade dies als einen derartigen Vor- 
zug ansehen soll, daß die Nichterfüllung des „Machschen Prinzips‘ da- 
gegen zurücktritt. Der Verf. hat die Gründe ausgeführt, warum er 
die „kosmologische Erfüllung‘ oder Nichterfüllung eines Relativitäts- 
prinzips als ausschlaggebend dafür ansehen möchte, ob man eigentlich 
von dem Bestehen der betreffenden Relativität sprechen soll. In diesem 
gleichen Sinne herrscht nur dann völlige Äquivalenz von Trägheit und 
Gravitation, wenn jedes empirische Trägheitsfeld von einem höheren Stand- 
punkte aus sich als ein kleines, quasigalileisch anzusehendes Stück eines 
eigentlich inhomogenen Gravitationsfeldes erweist, wenn also eine unend- V 
liche Hierarchie solcher quasigalileischer Felder existiert. Gerade dies 
entspricht der Spekulation Machs über die mögliche lokale Beschränk- 
heit unseres empirischen Trägheitsfeldes. In der gleichmäßig quasi- 
euklidischen Welt wird man dagegen schließlich auf ein einziges makro- 
kosmisches Trägheitsfeld geführt und in analoger Weise gelangt man 
auch in der endlichen Welt auf das der durchschnittlichen Materie- 
d. 
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gegenüber den Radien der Zt bleiben. 


verhältnis 
7 
soll auch konstant sein. 

Was die Möglichkeit dieses Systems betrifft, so läßt sich — 
natürlich fragen, wodurch hier die Hohlräume erhalten bleiben. 
In v. Laues Beleuchtungen!), wo eine Kugel (oder Bere 
nicht konzentrische Kugeln) von einem konzentrischen Hohl- — 
raum umgeben ist, hierauf aber sogleich statt unseres K, ein 
geschlossener sphärischer Raum folgt, ergibt sich diese Schwierig- 
keit nicht. In unserem System ist aber die Bedingung offenbar 
nicht erfüllt, daß an der Grenze von H, und K,,, der Druck 
Null ist. Aber wir können uns in unserem ohnehin bloß fik- 
tiven System darüber hinwegsetzen. Wir führen ja dieses 
zentrisch symmetrische System bloß zur Vereinfachung der 
Betrachtung an Stelle der tatsächlich angenommenen mole- 
kularhierarchischen Materieverteilung ein.*) Wir führten in 
unserem Modell die Hohlräume ein, weil es dadurch den Ver- 
hältnissen in der molekularhierarchischen Welt ähnlicher wird. 
Wenn man aber statt dessen die Hohlräume wegläßt und auf 
jede Kugel K,„ sogleich K,,,, folgen läßt, dann sind doch die 
metrischen Verhältnisse sehr ähnlich wie bei Vorhandensein 
der Hohlräume, wenn nur M,/M,,, genügend klein, also 
nach unseren Annahmen auch die Dichte der nächstfolgenden 
Kugel sehr viel kleiner ist. Es müssen auch dann Schalen 
mit positiver und negativer Raumkrümmung abwechseln und 
in einer Umgebung von K,,, die groß gegen dieses ist, ist dann 
die Metrik der Schwarzschildschen im leeren Raum sehr 
ähnlich. 

Wir können für unser Modell keine strenge Lösung geben, 
aber Annäherungsbetrachtungen machen es u. E. sicher, daß 
ein solches System mit der allgemeinen Relativitätstheorie 
vereinbar ist. Jede Kugel K, ist nach unseren Annahmen 


1) M. v. Laue, Berliner Sitzungsberichte, S. 27. 1923. 

2) Man kann sich in unserem Modell entweder mit einem labilen- 
Gleichgewicht zufrieden geben oder man kann sich denken, daß jeder 
Hohlraum H,„ außen von einer unendlich dünnen, masselosen Kapsel ab- TR 
geschlossen und daß diese Kapsel durch masselose starre Stangen kon- de 
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von einem derart großen Hohlraum umgeben, daß schon eine 
relativ dazu sehr kleine, aber relativ zu K,„ sehr große Um- 
gebung von K,, als angenähert euklidisch zu betrachten ist, 
Dann gilt in der Umgebung von K, mit Annäherung die 
Schwarzschildsche Lösung für den leeren Raum. Diese 
muß sich dann stetig an die (hier wenigstens angenähert) 
sphärische Metrik von K,,, anschließen. Trotz der Unmög- 
lichkeit, derzeit genauer den Anschluß zu bestimmen, scheint 
die prinzipielle Möglichkeit sicher zu sein. 

Untenstehende Figur gibt ein ungefähres Bild der ,,Meridian- 
kurve“ in diesem Raume. 

Dieser Raum ist nach unserer Definition ein ungleichmäßig 
quasieuklidischer. Er hat aber die besondere Eigenschaft, die 


Me 
nicht allen solehen Räumen zukommt, daß in ihm für den 
Gesamtraum ein Koordinatensystem möglich ist, in dem die 
giz überall nicht um mehr als um einen maximalen geringen 
Betrag von den ö,, abweichen. Ein solches Koordinatensystem 
ergibt sich offenbar durch vertikale Projektion auf den den 
Scheitel A tangierenden euklidischen Raum, dessen Meridian- 
kurve durch aA dargestellt wird. 


In dem betrachteten System ist die Potentialdifferenz 
gegeniiber dem Unendlichen unendlich, wie sich sofort aus 
einer Dimensionsbetrachtung ergibt. Infolge der dynamischen 
Ähnlichkeit der Systeme mit Proportionalität von Längen, 
Zeiten, Massen ist die Arbeit, die notwendig ist, um einen 
Körper von einer Stelle in K,, oder H,, zur korrespondierenden 
in K„;ı oder H,,, zu bringen, der n-te Teil derjenigen, die not- 
wendig ist, um einen Körper von Nfacher Masse von der korre- 
spondierenden Stelle in K,,, oder H,,,, zur korrespondierenden 
in K,,2 oder H,,. zu bringen. Um den ersten Körper aus 
K,„+ı usw. dorthin zu bringen, ist also wieder die gleiche Energie 
notwendig. Für r = oo wird sie also unendlich und zwar bei 
dem betrachteten räumlichen Koordinatensystem wie Inr. 
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Jug dagegen wird wie eine niedrige Potenz von r, bzw. der davon 
nicht sehr verschiedenen natürlichen Radiuslänge unendlich, da 
gu, für jede „Stufe“ in dem gleichen Verhältnis wächst. 
Führt man statt des vorhin betrachteten räumlichen Ko- 
ordinatensystems ein solches ein, daß g = const, dann müssen 
die räumlichen g,, offenbar für r = oo gegen Null streben. 
Natürlich verschwindet dann der Koeffizient g, eines radialen 
Koordinatendifferentialquadrats langsamer als 1/r?+*, (a > 0) 


da ja unser Raum, also $ Yg, dr unendlich ist. 


Die Lichtgeschwindigkeit wird für r= oo in beiden be- 
trachteten Koordinatensystemen unendlich. 

Daß im Unendlichen g;,=0, gy =», hat Einstein 
einmal in Erwägung gezogen. Er lehnte es jedoch als mit den 
Erfahrungen über das Fixsternsystem nicht vereinbar ab.!) 
Unsere Darlegungen zeigen jedoch u. E., daß dieser Schluß 
nicht zwingend ist, da ein derartiger Verlauf der g,, nicht 
damit im Widerspruche steht, daß für die Beschreibung unseres 
Fixsternsystems der Raum mit völlig ausreichender Genauigkeit 
als „im Unendlichen“ euklidisch angenommen werden kann. 
Was die Vereinbarkeit mit den kleinen relativen Geschwindig- 
keiten im Fixsternsystem anlangt, so verweisen wir auf die 
frühere Arbeit?) und das hier im vorangegangenen daraus An- 
geführte. (Vgl. S. 305.) 

Auch in dem betrachteten Modell herrscht kosmologische 
Erfüllung des Äquivalenzprinzips. 


2. Möglichkeit, die kleinen Trägheitseffekte im dargestellten 
Modell zu swmmieren. — Wir wollen zeigen, wie sehr das 
lokale Galileische Feld (selbst abgesehen von aller Newton- 
schen Gravitation) in unserem Modell isoliert ist. Es sollen 
nun alle Kugeln von K, bis K, zusammen eine gewisse gleiche 
Beschleunigung b, bezogen auf K,,, oder das zu K,, gehörige 
Galileifeld erhalten. Wir behaupten nun, daß, wenn n nur 
groß genug ist, das lokale Galileifeld im Hohlraum H, die Be- 
schleunigung fast vollständig mitmacht, daß es also möglich 
ist, daß durch die konzentrischen Kugeln der Effekt des indu- 
zierten Beschleunigungsfeldes trotz des relativ kleinenGravitations- 


1) A. Einstein, Kcsmologische Betrachtungen, S, 145f. Fi 


2) F. Selety, a. a. O., 8. 291-295. 
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scheinbaren Trägheitsfeldes summiert wird. 
ae Daß der Effekt in unserem Modell sich summieren kann, 
sieht man schon daraus, daß ja in erster Näherung jede der 


gibt, so daß trotz der Kleinheit jedes Sümmanden sich doch 
eine merkliche Summe ergeben kann. Wir wollen einen ein- 
_ fachen Weg einschlagen, um zu einer größeren Genauigkeit 
zu gelangen. 

Wir gehen von dem der Umgebung der Kugel K,„ an- 
_ gepaBten Koordinatensystem aus, setzen also irgendwo im 
Hohlraum H,„ in relativ zum Radius von K,„ großer Ent- 
fernung g,, =4,,. K, habe die Masse M,. Im konzentrischen 
Hohlraum H,„_, herrscht kein Newtonsches Gravitationsfeld, 
das Gravitationsfeld beschränkt sich also (angenähert natürlich) 
auf das durch die von uns angenommene Beschleunigung b 
von K,„ bewirkte. Seine Beschleunigung hat die Richtung 

von b und die Größe 


” Wir gehen jetzt zu dem Koordinatensystem über, das in 
diesem Felde zugrunde gelegt wird, wenn es als Galileifeld be- 
trachtet wird. Der Einheitsmaßstab hat im Hohlraum H,_, 
= im ersten, zu K, gehörigen Koordinatensystem die Länge 


x M, 
das Intervall der Einheitsuhr die Zeitlänge TEE 
1+ M, x 2 

8a Pr 


Im neuen Koordinatensystem ist also die Relativbeschleunigung 
von K,_, gegen das Galileische Feld statt 
61-2 & 

nunmehr 

b=b (1 Qn ) (1 + 8x 


Im 


1) Vgl. A. Einstein, Vier Vorlesungen, 8.66. (Ein dort weggefallenes 
a wurde hinzugefügt.) 
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Nun ist nach unseren Voraussetzungen über die kon- 
zentrischen Kugeln im neuen Koordinatensystem M,„_,/ra-ı 
gleich dem früheren Wert von M,/r,. Bei der weiteren Be- 
trachtung des Feldes von K,_, können wir uns nach dem 
Äquivalenzprinzip auf die Kugeln K,_, und K,_s und die 
durch sie erzeugten Wirkungen beschränken, denn sobald wir 
das Galileifeld um K,_, als Trägheitsfeld ansehen, geht uns 
die äußere Welt nichts weiter an. 

Es ist danach also die in einem dritten, zu K,_, gehörigen 
Koordinatensystem bestehende Relativbeschleunigung von K,„_, 
egen das umgebende Galileifeld : 

Setzen wir dies fort, so gelangen wir zu einer gegen Null kon- 
vergierenden geometrischen Reihe und sehen, daß für genügend 
großes n auch bei noch so kleinem x M,/r, die Kugel K, 
schließlich keine merkliche Beschleunigung mehr gegen das 
sie umgebende lokale Galileifeld hat. 

Es braucht kaum gesagt zu werden, daß keine Möglichkeit 
besteht, ein Experiment zu machen, in dem man eine der- 
artige Summierung beobachten könnte. Es ist aber von 
theoretischem Interesse, daß sich der Beschleunigungseffekt 
auch durch Massenkugeln, deren Gravitationsradius stets klein 
gegen ihren Radius ist, zu einer beträchtlichen Größe auf- 
summieren könnte. Das gleiche gilt offenbar für den Thir- 
ringschen Rotationseffekt. 


3. Möglichkeit der Erfüllung des Machschen Prinzips in 
gewissem Sinne. Bei den bisherigen Betrachtungen der Mole- 
kularhierarchie bzw. der konzentrischen Kugeln nahmen wir 
an, daß der Gravitationsradius stets sehr klein gegen den Radius 
der betrachteten Kugel sei. Einsteins Machsches Prinzip ist 
natürlich in diesen Systemen nicht erfüllt. Wir wollen aber 
noch eine andere Denkmöglichkeit betrachten. M,„ kann 
jedenfalls nur um ganz wenig schneller wachsen als wir bisher 
angenommen haben, wenn der Raum unendlich bleiben soll. 
Aber ein wenig schneller geht es noch. 

Nehmen wir also an, daß bei den konzentrischen Kugeln 
das Verhältnis von Gravitationsradius und Radius nicht kon- 
stant bleibe, sondern mit wachsender Kugelgröße wachse, aber 
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mit Materie erfüllten Gebiete sollen sich mit wachsendem n 
halben sphärischen oder elliptischen Räumen nähern. (Da 
es ohnehin niemals zur völligen Geschlossenheit des Raumes 
= kommt, ist dies dasselbe.) 

| In einer solehen Welt würde trotz Unendlichkeit des 
_ Raumes eine beliebige Annäherung an die Erfüllung des 
_ Machschen Prinzips stattfinden (soweit es in einem ge- 

 schlossenen Raume erfüllt ist) und man könnte vielleicht in 
iq = gewissem Sinne sagen, daß es schließlich „im Unendlichen“ 
_ erfüllt ist.!) Die größeren ,,Kugeln“ K, wären beinahe elliptische 
as Räume, das in ihnen vorhandene Feld wäre fast vollständig 
ohne Betrachtung der übrigen Welt bestimmt. Aber zur 
_ völligen Geschlossenheit des Raumes würde es doch nie kommen; 
ox auf den beinahe halben sphärischen Raum K, würde immer 
wieder der viel größere (angenähert als euklidisch zu be- 
5 trachtende) Hohlraum H, folgen. 


Verf. möchte nicht behaupten, daß er eine solche Be- 
 schaffenheit der Welt annehme. Die dynamisch ähnliche 


Molekularhierarchie, in der x ae i immer dieselbe Größe, klein 


gegen 1, behält, scheint ihm befriedigender. Es sollte bloß 
gezeigt werden, wie auch in einer unendlichen Welt eine Art 
von Erfüllung des „Machschen Prinzips‘ in dem oben be- 
schriebenen Sinne möglich ist. 


IV. Gründe für die Unendlichkeit des Raumes. — Es ist 
nicht in erster Linie in dieser und der früheren Arbeit die Ab- 
sieht des Verf.s, die Unendlichkeit des Raumes zu behaupten, 
sondern sie als möglich und die Einwände dagegen als nicht 
zwingend hinzustellen. Der Olberssche, der Seeligersche 
(bzw. der analoge der allgemeinen Relativitätstheorie) und 
der Verödungseinwand lassen sich jedenfalls in völlig be- 
friedigender Weise entkräften. Die beiden ersten wurden über- 


2 


wv 


a 


1) Wenn man auf die in der endlichen Welt bestehende Abhängig- 
keit der Gravitationskonstante von der Masse und mittleren Dichte der 
Welt Wert legt, so würde diese Abhängigkeit auch hier (durch einen 
_ Grenzproze8) bestimmt sein. Dies würde dann zu der nach unseren An- 
nahmen auch in der unendlichen Welt bestehenden wechselseitigen Zu- 
ordnung von MassengréBe, Raumgröße und mittleren Dichte hinzu- 
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haupt nur deshalb in Betracht gezogen, weil man nicht die 
mittlere Dichte Null annehmen wollte, gegen die ein triftiges 
Bedenken nicht vorliegt. Der Verödungseinwand läßt sich 
nach der Newtonschen Theorie und dem speziellen Relativitäts- 
prinzip auf die in meiner früheren Arbeit dargelegte Weise!), 
nach der allgemeinen in der ungleichmäßig quasiminkowski- 
schen Welt entkräften. Was freilich die mit dem Machschen 
Prinzip zusammenhängenden Argumente Einsteins anlangt, 
so gibt Verf. zu, daß es Auffassungssache bleibt, wie man sich 
dazu stellt. Außer diesen gibt es aber sicherlich keine physika- 
lischen Argumente mehr, die für die Endlichkeit des Raumes 
geltend gemacht werden können. 


Es gibt viele, die aus allgemeinen philosophischen Gründen 
eine Vorliebe für die Annahme der endlichen Welt haben. 
Bei anderen besteht eine gerade entgegengesetzte Vorliebe und 
zu diesen gehört auch der Verfasser.2) Doch soll darüber hier 
nichts weiter gesagt werden. Einstein selbst beruft sich 
ja auch niemals darauf, daß die Annahme der Endlichkeit 
an sich einen Vorzug habe, sondern führt besondere Gründe 
dafür an. Wenn nun auch der Verf. die Unendlichkeit des 
Raumes nicht für sicher hinstellen will, so scheint ihm doch, 
daß sich solche besondere Gründe gerade zu ihren Gunsten 
anführen lassen. 


1. Ein euklidischer Raum ist einfacher als jeder nicht- 
euklidische. Ebenso wie nun aber auch eine gerunzelte Ebene 
eine einfachere Mannigfaltigkeit ist als eine gerunzelte Kugel- 
fläche, so ist auch ein (gleichmäßig) quasieuklidischer Raum 
bzw. eine (gleichmäßig) quasiminkowskische Welt einfacher als 
ein elliptischer oder sphärischer Raum bzw. eine Zylinderwelt. 
Von der ungleichmäßig quasiminkowskischen Welt kann der 
Verf. freilich nicht sagen, daß sie rein geometrisch einfacher sei 
als eine Quasi-Zylinderwelt, so daß für sie dieser erste Punkt 
nicht gültig ist, aber wegen der folgenden Punkte 2, 3 scheint 
dem Verf. doch, daß das ungleichmäßig quasiminkowskische 
Weltbild vom Standpunkte der allgemeinen Relativitätstheorie 


1) F. Selety, a.a.O., S. 289—295. 

2) Über die Subjektivität derartiger Vorlieben vgl. die treffenden 
Darlegungen bei W. D. Mac Millan, Some postulates of cosmology, 
Scienta. S. 105. Februar 1922. 
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als ein besonders befriedigendes und harmonisches zu be- 
trachten ist. 

2. Ein besonderer Vorzug des euklidischen Raumes ist 
bekanntlich die Mögliehkeit ähnlicher Figuren und die Relativität 
der Größe in diesem Sinne.') Auch den gleichmäßig oder un- 
gleichmäßig quasieuklidischen Mannigfaltigkeiten kommt dieser 
letztere Vorzug zu. Physikalisch kommt darin die Relativita 
der Größe vor allem in dem molekularhierarchischen Materie- 
aufbau zur Geltung. Am vollkommensten besteht die Relativität 
der Größe in der dynamisch ähnlichen Molekularhierarchie (mit 
Proportionalität von Längen, Zeiten, Massen), die wir daher 
und aus den folgenden Gründen als das befriedigendste kosmo- 
logische Weltbild betrachten. Dasselbe hat auch noch die Vor- 
züge, daß in ihm (wegen Unendlichkeit des Potentials) keine 
Verödung ins Unendliche möglich ist und daß der nächste 
Punkt 3 (völlig unstatische Materie) erfüllt ist. Allerdings muß 
dann nach der allgemeinen Relativitätstheorie die Welt un- 
gleichmäßig quasiminkowskisch sein. Wer sich aber einmal 
in den, im Grunde genommen, so einfachen Gedanken der 
Molekularhierarchie hineingefunden hat, der wird dann auch, 
falls er überhaupt eine nichteuklidische Geometrie anzunehmen 
geneigt ist, die mit der Molekularhierarchie eventuell ver- 
bundene ungleichmäßig quasiminkowskische Metrik nicht mehr 
unbefriedigend finden, die ja nichts anderes als eine Über- 
tragung des hierarchischen oder größenrelativistischen Ge- 
dankens auf eine nichteuklidische Geometrie ist. 

3. Nur in einer unendlichen Welt ist eine völlig un- 
statische Materie möglich, so daß das spezielle Relativitäts- 
prinzip „kosmologisch erfüllt‘ ist, d.h. in der vierdimensio- 
nalen Welt durch die tatsächliche Materieverteilung keine 
Auszeichnung einer Zeitrichtung besteht. 

4. In einer endlichen Welt wäre eine völlig gleichmäßige 
Materieverteilung möglich, in der unendlichen Welt mit der 
mittleren Dichte Null ist Ungleichmäßigkeit der Materieverteilung 
notwendig. Wenn außerdem kein singuläres Mittelgebiet vor- 
handen sein soll, dann ist wohl die molekularhierarchische 
Materieverteilung notwendig. Nun zeigt uns die Erfahrung die 


1) Wir brauchen wohl kaum darauf hinzuweisen, daß hier von 


„Belativität der Größe‘ in ganz anderem Sinne die Rede ist als in der 


Weylschen und analogen verallgemeinerten Geometrien. 


.m a Wei 


a 
e 
—— v 
] 
| 
wa 
— 
er: 
1 
3 
ry 
- 
BER 
TER 
Er 
Re 
f 
Br 
I 
- } 
I 
— 
— i 
— 


be- 


ine 
ste 
un- 
nal 
der 
ch, 
1en 
er- 
ehr 
)er- 


Ge- 


un- 
its- 
310- 
ine 


sige 
der 
ung 
vor- 
sche 
die 


von 
der 


"Unendlichkeit des Raumes und allgem. Relativitätstheorie. w 


größte Ungleichmäßigkeit der Materieverteilung und von a: FRE 
Elektronen und Atomkernen bis zu den MilehstraBensystemen _ ER 
und vielleicht darüber hinaus dem System der sichtbaren 
Spiralnebel eine Reihe von molekularen Stufen. 

Einstein lehnte die Annahme des unendlichen Raumes 
auch deshalb ab, weil darin homogene Dichte Null oder Nicht- 
existenz der Materie mit den Feldgleichungen vereinbar ist, — 
während in der Zylinderwelt Materie vorhanden sein 
Dagegen hat Eddington darauf hingewiesen, daß eine homo- _ 
gene endliche Dichte nicht minder unbefriedigend wäre.!) — 
Fügt man aber zur Hypothese der Unendlichkeit des Raumes © 
bloß die Postulate hinzu, daß überhaupt Materie vorhanden 
und daß kein singuläres Gebiet im Raume ausgezeichnet ist, 
dann folgt daraus Unendlichkeit der Masse und daß die Welt 
im ganzen so beschaffen ist, wie sie die Erfahrung zeigt. 

Nach den Prinzipien der induktiven Naturforschung be- 
sitzt nun eine Hypothese einen gewissen Grad von Wahr- 
scheinlichkeit, aus der sich mit Notwendigkeit empirisch be- 
stätigte Folgerungen ergeben, für die ohne jene Hypothese 
kein Grund ersichtlich ist. Die Hypothese der Unendlichkeit 
des Raumes, aus der Ungleichmäßigkeit der Materieverteilung 
und (mit einer weiteren plausiblen Annahme) die molekular- 
hierarchische Gliederung folgt, findet danach also eine Stütze 
in der Erfahrung. 


Zusammenfassung. 


I. 1. Eine Minkowskiwelt oder Quasi-Minkowskiwelt ist 
einfacher als eine Zylinderwelt oder Quasi-Zylinderwelt. 
. Mittlere Dichte Null ist nicht unwahrscheinlich, da sie 

mit völliger Raumerfüllung, unendlicher Gesamtmasse und 
Nichtvorhandensein eines singulären Mittelgebiets vereinbar ist. 
3. Man kann auf Erfüllung von Einsteins „Machschem 
Prinzip‘ verzichten, besonders wenn die Gesamtmasse in 
geeigneten Koordinatensystemen im Durchschnitt nicht rotiert 
1) „No doubt a world without matter, in which nothing could ever 

| happen, would be very uninteresting; and some might deny its claim to 
| be regarded as a world at all, But a world uniformly filled with matter 
would be equally dull and unprofitable; so there seems to be little object 
in denying the possibility of the former and leaving the latter possible.‘ 
(A. S. Eddington, Space, Time and Gravitation, Cambridge 1921. S. 164.) 
Annalen der Physik. IV. Folge. 73. 22 
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und unendlich ist. Es ist zweifelhaft, ob auch in der endlichen 
Welt bei der tatsächlich ungleichmäßigen Dichte das Mach sche 
Prinzip, im Sinne von Bestimmtheit des G-Feldes allein dureh 
die T,,, erfüllt ist. 


_ DH. 1. Aus den gleichen Gründen wie die Auszeichnung 
eines Mittelgebiets im Raum oder einer Zeitlinie ist die einer 
Zeitrichtung unbefriedigend. Unter kosmologischer Erfüllung 
eines Relativitätspostulats ist zu verstehen, daß im konkreten 
Kosmos in der betrachteten Hinsicht keine Auszeichnung be- 
steht. Es ist kosmologische Erfüllung des speziellen Rela- 
tivitätsprinzips zu fordern. 

2. Unter einer ungleichmäßig quasieuklidischeri Riemann- 
schen Mannigfaltigkeit wird eine solche verstanden, in der 
kein Koordinatensystem für die ganze Mannigfaltigkeit möglieh 
ist, derart, daß überall — mit Ausnahme von Gebieten, deren 
Volumensumme dividiert durch das Volumen immer größerer 
umschließender Gebiete gegen Null strebt — für jedes 
€ |Gu»—5,»| <e; in der sich aber zu jedem (noch so großen) 
Volumen V und jeder (noch so kleinen) positiven Zahl e überall 
in der Mannigfaltigkeit, mit Ausnahme von Gebieten der oben 
genannten Art, ein Gebiet V’ > V finden läßt, in dem ein 
"Koordinatensystem möglich ist, derart, daß überall in V’ 
(oder höchstens mit relativ zu V’ in summa beliebig kleinen 
Ausnahmegebieten) |g,, — ö,,|<e. 

3. In einer ungleichmäßig quasiminkowskischen Mannig- 
faltigkeit ist eine völlig unstatische, mechanisch stabile, mole- 
kularhierarchische Welt möglich. Besonders vorzuziehen ist 
die dynamisch ähnliche, in der Massen, Längen, Zeiten pro- 
portional sind. 


u»? 


III. 1. Manche physikalischen Verhältnisse in einem un 
gleichmäßig quasieuklidischen Raume lassen sich erläutern 
durch Betrachtung eines vereinfachten Modells eines zentrisch- 
symmetrischen statischen Systems konzentrischer mit un 
kompressibler Flüssigkeit erfüllter Kugeln (K,) und größerer 
Hohlräume (H,,), so daß jede folgende Voll- oder Hohlkugel 
viel größer als die vorangehende ist und für die Massen M, 


= const ist. 


M, n 
der K, =, = so (klein gegen 1) und x. 


Es gilt dann immer in einer gegen K,, großen Umgebung von 
K,, mit großer Annäherung die räumliche Metrik der Schwarz- 
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schildschen Lösung für den leeren Raum, innerhalb der er- 
füllten Räume die sphärische Geometrie mit für größere Kugeln 
immer größerem Krümmungsradius. g,, wird für r= oo un- 
endlich. In einem Koordinatensystem mit g = const ist also 
im Unendlichen g,,=0, 94 = 00. Ebenso wie in der wirk- 
lieh angenommenen, ungleichmäßig quasiminkowskischen Welt 
herrscht auch in diesem Modell kosmologische Erfüllung des 
Äquivalenzprinzips. 

2. Diese geht so weit, daß bei Erteilung der gleichen 
Beschleunigung an alle Kugeln des Modells von der n-ten ab- 
wärts, bei genügend großem n K, gegenüber seinem lokalen 
Galileifeld keine merkliche Beschleunigung besitzt. Es lassen 
sich also in diesem Modell die sonst kleinen Effekte summieren. 

3. Wenn wir M,„ ein wenig stärker wachsen lassen und 
die K, sich immer mehr elliptischen oder halben sphärischen 
Räumen nähern, ohne daß es doch je zur Geschlossenheit 
kommt, dann besteht eine beliebig weitgehende Annäherung 
an die Erfüllung des Machschen Prinzips in dem Sinne, in 
dem es in der endlichen Welt erfüllt ist. Doch wird eine solche 
unendliche Welt vom Verf. nicht wirklich angenommen, der 

ehr das dynamisch ähnliche System vorzieht. 


IV. Gegen die Unendlichkeit des Raumes läßt sich, außer 

einige mit dem Machschen Prinzip zusammenhängende 
Argumente, deren Beurteilung Auffassungssache bleibt, nichts 
vorbringen. 

Für die Unendlichkeit des Raumes spricht: 

1. Größere Einfachheit des euklidischen Raumes bzw. der 
Minkowskiwelt als des endlichen Raumes bzw. der Zylinderwelt. 

2. Möglichkeit der Relativität der Größe, die am voll- 
kommensten in der dynamisch ähnlichen molekularhierarchischen 
Welt besteht. 

3. Möglichkeit der ,,kosmologischen Erfüllung‘ des spe- 
ziellen Relativitätsprinzips. 

4. Notwendigkeit ungleichmäßiger Diehte und — in Ver- 
bindung mit dem Ausschluß eines Mittelpunktes — einer 
Materieverteilung, wie sie die Erfahrung zeigt. 


Wien, den 9. Juni 1923. 


(Eingegangen 11. Juni 1923). 
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2. Über die 
photographische Wirkung der Kanalstrahlen; 
von M. Jakobson. 


Die photographische Platte wurde zum erstenmal von 
Königsberger und Kutschewski im Jahre 1910!) ins 
Innere eines Kanalstrahlenrohres eingeführt und der Ein- 
wirkung von Kanalstrahlen ausgesetzt. Seitdem haben Thom- 
son?) und andere bei der Beobachtung von Parabeln, welche 
von Kanalstrahlen nach dem Durchgang durch ein magne- 
tisches und elektrisches Feld geliefert werden, fast ausschließlich 
die photographischen Einwirkungen dieser Strahlen benutzt. 
Die Methode der Parabeln ermöglicht es, wie bekannt, die 
qualitative Analyse einer Gasmischung auszuführen. Wenn 
die Gesetze der photographischen Wirkung der Kanalstrahlen 
bekannt wären, d.h. die Abhängigkeit der von ihnen hervor- 
gerufenen Schwärzung von der Anzahl und Art der Teilchen, 
ihrer Ladung, Geschwindigkeit usw., so könnte man daran 
denken, durch Messung der Schwärzung einzelner Parabeln 
die verhältnismäßige Anzahl der Partikelehen verschiedener 
Gattung, die sich in der Röhre befinden, festzustellen, d.h. 
man könnte nicht nur eine qualitative, sondern auch eine 
quantitative Analyse einer Gasmischung ausführen. Einige 
Gesetze der photographischen Wirkung von Kanalstrahlen 
sind von Königsberger und Kutschewski?) in ihrer Arbeit 
über den Durchgang von Kanalstrahlen durch Gase festgestellt. 
Allein die von ihnen erzielten Resultate können nicht für 
völlig einwandfrei gelten, da sie auf ziemlich beschränktem 
Versuchsmaterial beruhen und zum Teil auf indirekt2m Wege 
erhalten wurden. In Anbetracht dessen habe ich im Sommer 


1) Königsberger u. Kutschewski, Phys. Zeitschr. 11. S. 666. 
1910, 

2) J. J. Thomson, Phil. Mag. (6) 21. S. 225—249. 1911. 

3) Königsberger u. Kutschewski, Ann. a. Phys. 87. S. 161. 
> 


1912, 
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1914 auf Anregung und unter Anleitung von Prof. W. Wien 
im physikalischen Institut der Universität Würzburg eine 
Untersuchung der Wirkung von Kanalstrahlen auf licht- 
empfindliche Schiehten unternommen. Meine Arbeit wurde 
durch den Beginn des Krieges unterbrochen und die erzielten 
Resultate in Petersburg bearbeitet. 


Die Versuchsanordnung. 


Die allerwichtigsten Teile meiner endgültigen Versuchs- 
anordnung, mit der die Mehrzahl der unten aufgeführten 
Resultate erzielt wurden, sind in Fig. 1 dargestellt. hh der 
eisernen Kathode Kt, die an der aie 

der Entladungsröhre L zugekehiten 
Seite mit einer Aluminiumplatte 
bedeckt ist, befindet sich ein 
zylindrischer Kanal von 6em Länge 
und 1 mm Durchmesser. Nach dem 
Austritt aus diesem Kanal gehen 
die Kanalstrahlen durch die 
Blende D, deren Öffnung eben- 
falis einen Durchmesser von 1 mm 


(Größe 15 x 1,5 cm, "Abs md 
zwischen den P,ittchen 3,31 mm) 
hindurch. Zwischen den Enden 
der eisernen Zyiinder MM kann 
ein magnetisches Feld oder in Fig. 1. 
zweites (horizontales) elektrisches 

Feld erzeugt werden. Eine schaufelférmige Aluminiumplatte V, 
die vermittelst des Griffes S, in einem Schliff drehbar ist, 
dient als Schirm: Dreht man den Griff um 90°, so kann man 
entweder ein Strahlenbiindel durch die Offnung D und weiter- 
hin durchlassen, oder ihm völlig den Weg versperren. @ be- 
zeichnet eine Seitenröhre, welche zur Gaedepumpe führt. 

Die Glasröhre,‘ welche alle diese Teile aufnimmt, war 
(vermittelst Chotymskikitt) mit einer vertikalen Messingröhre 
luftdicht verbunden. In dieser Röhre konnte vermittelst 
des Schliffes S, und einer Schraube eine an der Schrauben- 
mutter befestigte vertikale Stange gehoben und gesenkt werden; 
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an dieser Stange war eine Faradayauffänger F, ein Thermo- 
element 7’, ein phosphoreszierender Schirm aus Willemit Ph 
_ und eine photographische Kamera Ka angebracht ; in letzterer 
konnten fünf bis sechs Platten von 4!/,x6 cm Größe auf- 
genommen werden. Diese Piatten lagen in Blechkassetten, 
welche am unteren Rande viereckige Ösen besaßen. Wenn 
die Kamera mit den Kassetten durch Drehung der Schraube 
 herabgelassen wurde, trat das an der Röhre befestigte Häk- 
chen H in die Öse der vorderen Kassetten und beim Herauf- 
_ steigen der Kamera wurde die erste Kassette mit der exponierten 
Platte aus der Kamera herausgezogen und fiel in das abnehmbare 
Reservoir R, das durch Bajonettverschluß und Picein an dem 
Rohre befestigt war. Auf diese Weise ist man imstande, fünf 
bis sechs Aufnahmen nacheinander zu machen, ohne Luft in 
die Röhre einzulassen. An der Stelle, wo das Strahlenbündel 
auffällt, war ein Teil der Hinterwand der Messingröhre aus- 
geschnitten und die Öffnung mit einem Glasfensterchen 
verschlossen. Durch dieses Fenster wurde der phospho- 
 reszierende Schirm und eine vertikale Millimeterskala (die 
auf der Zeichnung nicht eingetragen ist) beobachtet, auf deı 
sich ein an der beweglichen Stange befestigter Zeiger be- 
 wegte. Diese Skala mit dem Zeiger diente dazu, die Be- 
wegungen des Thermoelements und des Faradayauffängers 
zu messen, 


Das Verfahren bei der Erzeugung der Kanalstrahien 
unterschied sich nicht von den von Prof. W. Wien aus- 
gearbeiteten Methoden: Das Gas trat aus einem Behälter 
mit regulierbarem Druck durch eine lange, dünne Kapillar- 
_ réhre in die Entladungsröhre und wurde während der ganzen 
Zeit vermittelst der Gaedepumpe (durch das Rohr G) hinter 


der Kathode ausgepumpt. Der gewünschte Druck wurde im 


_ Entladungs- und Kanaistrahlenrohr durch Regulierung des 
Druckes im Gasbehälter und durch die Drehungsgeschwindigkeit 
der Gaedepumpe erhalten. Indem nun die Drehungsgeschwindig- 
keit der Pumpe und der Druck im Gasbehälter konstant er- 
halten wurden, konnte man den Gasdruck in der Röbre ebenfalls 
fast unbeschränkt lange konstant erhalten. Der auf den 
weiter unten aufgeführten Aufnahmen mit p bezeichnete 
Druck im Kanalstrahlenrohr wurde vermittelst eines Me Lood- 
manometers gemessen. 


Alle unten angeführten Ergebnisse 
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sind mit Wasserstoff!) ausgeführt, der im Kippschen Apparat 
erzeugt und sorgfältig durch Phosphorpentoxyd getrocknet © 
wurde. Die Trockengefäße mit Phosphorpentoxyd waren 
außerdem an mehreren anderen Stellen dem Apparat an- 
geschlossen. Die Quecksilbesdämpfe wurden durch Kühlung 
mittels fester Kohlensäure in Aceton ferngehalten. 

Eine Influenzmaschine diente aıs Energiequelle; sie wurde 
durch einen Elektromotor in Bewegung gesetzt. Zur Kontroile 
der Beständigkeit der Ladung wurde die Stärke des Ladungs- 
stromes I vermitte'st eines Mikroamperemeters gemessen. Die 
Entladungsspannung wurde vermittelst einer Parallolfunken- 
strecke zwischen Messingkugeln von lem Durchmesser ge- 
messen. Die Funkenlänge in Millimetern ist in den Auf- 
nahmen mit dem Buchstaben f bezeichnet. Das elektrische 
Feld E wurde vermittelst einer Batterie kleiner Akkumulatoren 
erzielt. In den Aufnahmen ist die Spannungsdifferenz V — 
auch der Kondensatorplatten in Volt angegeben; die Feld- 
stärke ist stets 3,3mal größer. Be 


Das photographische Material und seine Bearbeitung. 

Königsberger und Kutschewski benutzten bei ihrer 
ersten Arbeit das kohlenmatte Papier Velox (Velox Regular 
Carbon), bei der zweiten aber Velox Velvet. Warum sie de 
Papiere den Platten vorzogen, wird nirgends angegeben; wahr- 
scheinlich lag der Grund darin, daß schwache Schwärzungen, — 
wie sie bei kurzen Expositionen von Kanalstrahlen erzeugt 
werden, deutlicher bei auffallendem Licht auf dem weißen 
Papieruntergrunde hervortreten, als bei dem durchfallenden 
Licht auf Platten. Andererseits ist aber die Photometrie _ 
auf Papier viel schwieriger und kann mit weit geringerer ie 
Genauigkeit ausgeführt werden, als die Photometrie der — 
Schwärzungen auf Platten. In Anbetracht dessen habe ich, — 
obgleich ich einige Versuche mit den Papieren Velox vornahm, | 
um die Resultate von Königsberger und Kutschewski 
za prüfen, mich von Anfang an bemüht, Platten zu finden, 
auf welchen man bequem zu messende Schwärzungen er- 
halten konnte. Nach einigen Vorversuchen entschied ich 


1) Bei den Vorversuchen wurden einige Beobachtungen mit Sauer- 
stoff und Luft ausgeführt, doch gelang es nicht, dieselben zu wiederholen 
bei den endgültigen Versuchen. 
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mich für die Chlorbromsilber- Diapositivplatten von Perutz, 
_ deren Schicht ähnliche Eigenschaften aufweist, wie die Papier. 
_ schichten; Velox ist in der Tat nur etwa zehnmal empfindlicher, 
Das Papier Velox kann überhaupt nicht für das allerbeste 

Material, selbst unter den Papieren, gelten; so z. B. besitzt 
das Papier Ridox der Firma Gevaert eine ebenso starke Emp- 
findlichkeit für Kanalstrahlen, wie die Papiere Velox, ist 
aber viel weniger kapriziös bei der Entwicklung. 

Alle Aufnahmen wurden mit dem Metholhydrochinon- 
entwickler entwickelt, welcher nach der Gebrauchsanweisung, 
die den Papieren Velox beigelegt ist; hergestellt wurde; nur 
der Gehait an Bromkali mußte etwas erhöht werden, um auf 
den Papieren Velox rein weiße und schwarze Töne zu erhalten, 
Alle Platten und Papieraufnahmen einer Serie wurden in 
ein und derselben Wanne entwickelt. Zuerst gelangten die 
Aufnahmen auf einige Minuten in ein Bad von destilliertem 
Wasser, darauf wurde das Wasser abgegossen und die Auf- 
nahmen schnell mit dem Entwickler übergossen. Die Ent- 
wicklung der Papiere wurde 20—25 Sekunden fortgesetzt, 
die der Platten etwas länger. Nach Beendigung der Ent- 
wicklung wurde die Entwicklerlösung rasch abgegossen und 
die Aufnahmen etwa eine Minute im strömenden Wasser ge- 
waschen, darauf in saurem Fixierbad fixiert und sorgfältig 
gewaschen. 

Die Trennung der unmittelbaren Wirkung der Kanalstrahlen 
von der Einwirkung des von ihnen ausgesandten Lichtes, 

In Anbetracht dessen, daß bei den Druckverhältnissen, 
bei denen ich arbeitete, das von den Kanalstrahlen im Gase 
erzeugte Leuchten noch bemerkbar war, mußte vor allem 
festgestellt werden, welcher Teil der im allgemeinen erhaltenen 
Schwärzung der unmittelbaren Einwirkung der Kanalstrahlen 
zuzuschreiben ist, und welcher Anteil dieser Schwärzung durch 
das Leuchten der Kanalstrahlenteilchen und der von ihnen 
getroffenen Moleküle hervorgerufen wird. 

Zu diesem Zwecke wurden in die Kamera einige Platten 
in verkehrter Lage eingeführt, d.h. in der Weise, daß den 
Kanalstrahlenbündeln die reinen Glasflächen zugekehrt waren; 
auf diese Weise wurde die unmittelbare Einwirkung der Kanal- 
strablen ausgeschlossen, da durch das Glas offenbar nur Licht- 
‚strahlen wirken "konnten; die Dicke der Platten ü überstieg 
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nieht 0,9 mm, folglich konnte eine Absorption des Lichtes 
nur in höchst geringem Grade stattfinden.?) 

Einige Versuche wurden mit den Papieren Velox Carbon, 
die mit dünnen Glasplatten überdeckt wurden, angestellt. 
Jedesmal wurden unmittelbar nacheinander zwei Aufnahmen 
unter völlig gieichen Bedingungen ausgeführt (ohne den Apparat 
zu öffnen), eine unmittelbar auf die lichtempfindliche Schicht, 
die andere durch Glas. a 

Die Versuche mit den Papieren Velox bewiesen, daß auf 
dieselben bei allen mir zu Gebote stehenden Druckverhältnissen _ 
(zwischen 0,0015 und 0,0025 mm) und bei allen von mir an- | 
gewandten Expositionen die Einwirkung des von den Kanal- 
strghlen erzeugten Lichtes gleich Null ist: Bei einer Expositions- 
dauer von 10 Minuten zeigten sich bei Glasplatten keinerlei 
Schwärzungsspuren, nach einer Expositionsdauer von 60 Minuten 
ergab sich erst nach einer Entwicklungsdauer von 3 Minuten _ 
statt der üblichen 20—25 Sekunden) eine kaum merkliche 
Schwärzung. Folglich rühren alle von mir mit dem Papier 
Velox gemachten Aufnahmen unbedingt nur von der un- 
mitteibaren Einwirkung der Kanalstrahlen her. 

Was nun die Diapositivplatten von Perutz betrifft, so- 
ist bei ihnen die Einwirkung des von den Kanalstrahlen er- : 
zeugten Lichtes schon bemerkbarer. Jedoch auch hier kann _ 
der Einwirkung der Leuchtstrahlen bei geringer Expositions- 
dauer keine Beachtung geschenkt werden im Vergleich zur 2 
unmittelbaren der Kanalstrahlen; so sieht 
z. B. auf den in Fig. 2 dargestellten Aufnahmen, daß, während SUR = 
die Lichteinwirkung (Aufnahme Nr. 24) erst bei einer Ex- 16 ; 
positionsdauer von 80 Sekunden und mehr hervortritt, die — 
Kanalstrahlen selbst (Aufnahmen Nr. 22 und 23) schon Schwär- 
zungen bei bedeutend geringerer Expositionsdauer hervorrufen. a 
Wie man jedoch aus denselben Aufnahmen ersieht, nimmt 
die Schwärzung, die von der unmittelbaren Einwirkung der — 
Kanalstrahlen hervorgerufen wird, mit wachsender EURER 


1) Die von mir beabsichtigte Aufnahme durch eine REES 
konnte nicht mehr zur Ausführung gelangen; in jedem Falle kann jedoch = 
die Einwirkung ven ultravioletten Strahlen die Größenordnung der = 
Schwärzung nicht ändern. 

2) Expositionen ven 3 (5 Dr. annähernd - !/,, 
1/, und 1 Sekunde. 
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zu, als die durch das Licht derselben er. 
Danach ließe sich erwarten, daß a 
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ae 


p = 0,016 p = 0,0020 
f =.10 mm f = 10'/, mm 
v = ca. 420 Volt v= ca. 420 Volt 


f = 10'/, mm 
p = 0,0018 


. Diapositiv durch die Glasseite. 


größerer Expositionsdauer, wenn die Einwirkung des Leuchten 
der Kanalstrahlen schon bedeutend deren unmittelbare Ein- 
wirkung übersteigt, die Einwirkung des Lichtes durch -Über- 
deekung der unmittelbaren Einwirkung der Kanalstrahlen 
merklich die Darstellung letzterer erschweren müßte. Es 
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stellt sich jedoch heraus, daß bei gleichzeitigem Auffallen 
von Kanalstrahlen und ihres Lichtes auf die Platte die Gesamt- 
einwirkung stets kleiner ist, als die vom Licht allein hervor- 
gerufene Einwirkung.’) So z. B. erhält man bei der Aufnahme 
Nr. 24, Fig.2 (mit Glasbedeckung), bei einer Expositions- 
dauer von 30 Sekunden eine Schwärzung, welche bei der 
Messung (s. unten) = 0,25 sich ergab, bei der entsprechenden 
Aufnahme Nr. 22 mit gleichzeitiger Einwirkung der Kanal- 
strahlen und ihres Lichtes und bei gleicher Expositionsdauer 
nur = 0,22. Bei einer Expositionsdauer von einer Minute 
in der Aufnahme Nr. 23 bei gleichzeitiger Einwirkung — 0,30, 
vom Licht allein, ausgerechnet aus der Interpollation zweier 
benachbarter Schwärzungen = 0,38. Außerdem ist die Größe 
des geschwärzten Kreises bei gleichzeitiger Einwirkung der 
Strahlen selbst und ihres Lichtes, die bei jeder Expositions- 
dauer ein und dieselbe bleibt (und zwar stets gleich dem 
Querdurchmesser des Kanalstrahlenbündels) stets kleiner als 
die Schwärzungskreise des Lichtes allein, das von diesen Strahlen 
erzeugt wird, und deren Größe mit der Expositionsdauer 
wächst. 

Alles das spricht dafür, daß beim gleichzeitigen Auffallen 
von Kanalstrahlen und ihrem Licht auf eine photographische 
Platte hauptsächlich nur die Strahlen selbst wirken. Dieser 
Umstand ist nicht nur deshalb von Wichtigkeit, weil er ge- 
stattet, bei der Untersuchung der photographischen Wirkung 
von Kanalstrahlen die Einwirkung ihres Lichtes überhaupt 
nicht in Rechnung zu stellen, er beleuchtet auch schon gewisser- 
maßen den Charakter der Kanalstrahleneinwirkung auf licht- _ 
empfindliche Schichten: Es ist augenscheinlich, daß die Ver- — 
änderungen, die von Kanalstrahlteilchen beim Aufprallen auf _ 
Silberpartikelchen ausgeübt werden, der Art sind, daß letztere eg 
dadurch die Fähigkeit einbüßen, sich unter der Einwirkung = 
von Lichtstrahlen zu verändern. 


1) Es sind Fälle bekannt, wo auf einer photographischen Platte 
bei aufeinanderfolgender Einwirkung verschiedenartiger Energien ihre 
Gesamteinwirkung kleiner ist, als die Summe der Einwirkungen, die jede — 
Energieart, selbständig wirkend, erzeugt hätte. Vgl. z.B. R.W.Wood, i 
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von Kanalstrahlen. 


Bei der Untersuchung der Abhängigkeit der photo. 
graphischen Einwirkung von Kanalstrahlen von der Ex 
positionsdauer ergab sich, daß man dabei drei Stadien zu 
unterscheiden hat. 

I. Bei geringer Expositionsdauer verursachen die Kanal. 
strahlen nur eine Schwärzung, die sich grundsätzlich in nichts 
von den durch das Licht hervorgerufenen Schwärzungen 
unterscheidet. Bei verlängerter Expositionsdauer wächst diese 
Schwirzung, jedoch nur bis zu einer gewissen Grenze. Diese 
von den Kanalstrahlen erzeugten Maximalschwärzungen sind 
sind jedoch stets viel schwächer als die Schwärzungen, die 
man auf denselben Platten durch Lichteinwirkung erhalten 
kann. Offenbar dringen die Kanalstrahlen nur in geringe 
Tiefen der lichtempfindlichen Schicht. 

It. Bei längerer Expositionsdauer tritt eine Erscheinung 
auf, die dem äußeren Ansehen nach ähnlich ist der Solarisation, 
wie sie bei andauernder Einwirkung intensiver Lichtquellen 
beobachtet wird: Im Mittelpunkt des schwarzen Fleckes, 
an der Stelle, wo die allerintensivsten Teile des Kanalstrahlen- 
bündels auffallen, erscheint nach der Entwicklung ein weißer 
Fleck. Diese Solarisationserscheinung wird schon von König» 
berger nnd Kutschewskit!) beobachtet. 

III. Endlich, wenn die Expositionsdauer noch weiter 
verlängert wird, tritt das dritte, bisher bei den photographischen 
Einwirkungen von Kanalstrahlen noch nicht beobachtete 
Stadium ein: Innerhalb des weißen Fleckes treten nach der 
Entwicklung inselartige Schwärzungen auf. 

In Figg. 2 und 3 sind Aufnahmen abgebildet, auf denen 
alle drei Stadien vorhanden sind. Die Aufnahmen Nr. 22—4 
sind mit Diapositivplatten von Perutz hergestellt, Nr. 25 aut 
Regular Carbon Veloxpapier, Nr. 26 auf Velvet Veloxpapier. 
Auf der Aufnahme Nr. 26 befinden sich nur die beiden ersten 
Stadien; um das dritte Stadium auf diesem gegen Kanal 
strahlen weniger empfindlichen Papier zu erhalten, bedarf ¢ 
einer größeren Expositionsdauer. 


1) Königsberger u. Kutschewski, Phys. Zeitschr., a. a. O. 
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Für Messungszwecke wie sie am Anfang dieser Arbeit 
geplant wurden, eignet sich-offenbar nur das erste Stadium 
der Einwirkung von Kanalstrahlen, bei weleher nur eine 


Nr. 25 Nr. 26 


10 Sek. 
ı Min. 


6 
10 Sek. 
80 , 80 , 


Regular Velox Velvet Velox 


p = 0,0235 mm Hg p = 0,002 mm Hg 
f = 5°/,—6 mm f = 6—6°/, mm 
J = 6x 107° Amp. J = 6°/,x 107° Amp. 
bis 6'/, u. 6 
Fig. 3. 


Schwärzung auftritt. Hier bedarf jedoch für Messungszwecke | 
die photographische Schwärzung des Vergleichs mit gemessenen 
Intensitäten der Strahlen. Wir wollen uns mit den Resultaten 
einer näheren Erforschung des zweiten und dritten Stadiums 
befassen, weil für die Aufklärung des Mechanismus der Wirkung 
von Kanalstrahlen auf lichtempfindliche Silbersalze diese 
Stadien viel mehr Material liefern als das erste. f 
Die Aufnahmen des zweiten Stadiums sehen alle unter 
dem Mikroskop Kratern mit ausgefransten Rändern ähnlich. _ 
Die weißen Stellen sind noch viel heller als die Teile der Platten 
und Papiere, die gar nicht der Einwirkung von Strahlen aus- 
gesetzt waren. Vor der Entwicklung erscheinen die Stellen, 
welche nach der Entwicklung weiß werden, schwarz: Wenn man | 
die Platten vor der Entwicklung bei schräg auffallendem 
Licht betrachtet, so sieht man, daß an den geschwärzten 
Stellen die Schicht ‚gleichsam eirgedrückt ist. Auf den ent- 
wickelten und getrockneten Platten sind diese Vertiefungen 
nicht zu bemerken. Diese Tatsache beweist, daß das zweite 
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Stadium der Einwirkung von Kanalstrahlen auf photographische 
Platten durchaus nicht mit der gewöhnlichen Solarisation bei 
der Einwirkung von Lichtstrahlen identisch ist. 

Die schwarzen Bildungen innerhalb der weiBen Flecke 
während des dritten Stadiums der Einwirkung von Kanal- 
strahlen weisen fast alle unter dem Mikroskop eine kristal- 
linische Struktur auf; sie haben gewöhnlich das Aussehen 
kleiner, schwarzer, aneinander hängender Kreuzchen, welche _—| 
offenbar kleine Oktaeder darstellen. In Figg. 4, 5, 6 sind 


Fig. 6. 
mehrere solcher Aufnahmen in starker Vergrößerung auf- 
geführt. Auf der ersten ist die kristallinische Anordnung 
nur schwach angedeutet, aber auf den beiden letzteren tritt 
sie deutlicher hervor. In allen Fällen sind diese schwarzen 
Bildungen mit einer äußerst dünnen Gelatinehülle überdeckt.!) en 
An den Stellen der weißen Solarisationsflecke, wo diese Hülle __ 
fehlt, gibt es auch keine Kreuzchen. = et 

Auf Grund aller dieser Tatsachen können wir uns folgende a 
Vorstellung von dem Mechanismus der Einwirkung der Kanal- 
strahlen auf eine photographische Platte machen. Anfangs _ 
bei kurzer Expositionsdauer ist die Einwirkung von Kanal- 
strahlen ähnlich der Einwirkung von Lichtstrahlen; diese 
Einwirkung wächst mit verlängerter Expositionsdauer so lange, 
bis von den Strahlen alle lichtempfindlichen Teilchen ge- 


1) Leider sind in der gedruckten Wiedergabe nur die oberen Ränder PR a T 
dieser Hüllen in Figg. 5 und 6 zu sehen, 
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troffen sind, welche in der Schichtdicke der photographischen 
Platte liegen, in welche die Kanalstrahlen noch eindringen 
können. Sobald das erreicht ist, tritt offenbar die Maximal. 
schwärzung ein. Die absolute Größe der Maximalschwärzung 
ist nur gering, da die Kanalstrahlen überhaupt nicht tief in 
die photographische Schicht eindringen können. Bei fort. 
laufender Expositionsdauer (zweites Stadium) beginnt offenbar 
eine Zerstäubung der oberen Schicht, ein Erweichen und 
Mürbewerden der Gelatine, wobei die Molekeln des Chlor- 
und Bromsilbers der oberen Schicht wahrscheinlich unter 
dem Einfluß der unmittelbaren Stöße der Kanalstrahlen- 
teilchen in die Atome von Silber und der Haloide gespalten 
werden: Auf diese Weise entsteht eine Vertiefung, deren Boden 
mit freiem schwarzem Silber bedeckt ist, das nur von miirbe 
gewordener Gelatine umhüllt wird, welche bei der nach- 
folgenden Entwicklung das Silber nicht zurückzuhalten vermag, 
Im Endresultat (nach Entwicklung und Fixierung) erhält 
man eine Gelatineschicht, die nur eine sehr geringe Menge 
von Silbersalz enthält und die dünner ist als die Teile der 
lichtempfindlichen Schicht, welche keinerlei Einwirkungen 
erfahren haben, die daher auch durchsichtiger erscheint, 
Endlich im dritten Stadium bei langandauernder Exposition 
muß die Gelatine eine Veränderung erfahren, durch die sie 
wieder eine größere Haltbarkeit erhält und infolgedessen sie 
die unter ihr befindlichen Silberkristalle (die durch die Stöße 
der Kanalstrahlen entstanden waren) vor der Beseitigung 
durch die nachfolgende Entwicklung schützen kann, 


3% (Eingegangen 19, August 1923.) ~ 
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3. Zur Kirchhoffschen 
von A, Rubinowicz. 


Stellt man sich auf den Standpunkt der elektromagneti- 


schen Lichttheorie, so sind Beugungsprobleme als Randwert- 


aufgaben im Gebiete der Maxwellschen Differentialgleichungen 
aufzufassen. Bekanntlich ist es aber bisher nur in einigen 
ganz speziellen Fällen gelungen, von dieser Problemstellung 
ausgehend, ,,strenge‘‘ Lösungen in einer nicht übermäßig 
schwer diskutierbaren, für den Physiker hinreichend durch- 
sichtigen Gestalt anzugeben. In den meisten Fällen ist man 
nach wie vor auf die aus dem Kirchhoff-Huygensschen 
Prinzip gewonnenen, „angenäherten‘‘ Lösungen angewiesen. 
In jedem einzelnen speziellen Falle steht man dann der Auf- 
gabe gegenüber, ein Flächenintegral, das eine Funktion im 
Raume definiert, so umzuformen, daß es sich numerisch aus- 
werten läßt und den Funktionsverlauf zu überblicken ge- 
stattet. Nun kann man das Kirchhoffsche Integral im wesent- 
lichen in ein Kurvenintegral umformen, und da im allgemeinen 
ein Kurvenintegral mathematisch leichter zu hand haben ist 
als ein Flächenintegral, so entsteht die Frage, ob man nicht 
aus dieser Umformung des Kirchhoffschen Integrales Vorteile 
bei der Behandlung spezieller Beugungsprobleme gewinnen 
könnte. Im folgenden will ich versuchen, zu zeigen, daß dies 
tatsächlich der Fall ist und daß sich überdies auf diesem Wege 
ein Einblick in den Mechanismus des Zustandekommens der 
Beugungserscheinungen gewinnen läßt, der es in gewissen 
Fällen auch bei komplizierteren Beugungsproblemen gestattet, 


die zu beobachtenden Erscheinungen einfach zu überblicken. 


$ 1. Umformung des Kirchhoffschen Beugungsintegrals. 
Der Einfachheit halber beschränken wir uns im folgenden 
auf Vorgänge, wie sie sich bei Vorhandensein einer punkt- 
formigen monochromatischen Lichtquelle abspielen, die Licht 
1) Im Auszuge vorgetragen in der physikalischen Gesellschaft zu 


Kopenhagen am 15. Mai 1922. 
Annalen der Physik. IV. Folge. 73. 23 
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von der Wellenlänge A aussendet. Setzen wir k = 27/4 und 
bezeichnen mit R den Abstand eines Aufpunktes Q von der 
Lichtquelle L, so soll das von L ausgesendete Licht bis auf 


Ist ferner F 


irgendeine den beugenden Rand B überspannende Fläche, so 
wird, ebenfalls bis auf den gleichen Zeitfaktor, nach dem 
Kirchhoff-Huygensschen Prinzipe die Lichtverteilung auf 
der Schattenseite eir.es dem beugenden Rande B entsprechen- 
den „schwarzen‘‘ Schirmes a. das Integral 


eiko eikr [eiko\ eikr 

gegeben, wo df ein Flächenelement auf der Fläche F, r und o 
den Abstand des Flächenelementes d f vom betrachteten Auf- 
punkt Q bzw. von der Lichtquelle L und @/@n die Ableitung 
nach der Normalen n der Fläche F bezeichnet. Der einfachen 
und anschaulichen Ausdrucksweise wegen setzen wir hier und 
im folgenden immer voraus, daß es sich um die Beugung an 
einem einzigen Loche handelt. 

Da u für jede dem beugenden Rande B entsprechende 
Fläche F den gleichen Wert hat, so kann die Funktion u aus- 
schließlich nur von der Lage des Lichtpunktes L und der Ge- 
stalt und Lage des beugenden Randes B abhängen. Dies legt 
die Vermutung nahe, daß unsere durch ein Flächenintegral 
über die Fläche F dargestellte Funktion wu sich in eine Form 
bringen lassen muß, wo der nähere Verlauf der Fläche F keine 
Rolle mehr spielt und nur die die Funktion u in Wirklichkeit 
bestimmenden Parameter explizit auftreten. Eine solche Um- 
formung von u läßt sich nun in der Tat bewerkstelligen!) und 
liefert ein auch in physikalischer Hinsicht interessantes Resul- 
tat, nämlich die Zerlegung der den Beugungsvorgang be- 
schreibenden Funktion u in eine im Sinne der geometrischen 
Optik zu definierende „einfallende Lichtwelle“ u, und eine 
vom Schirmrand ausgehende ‚„Beugungswelle“ u,, so daß 


ikR 
einen Zeitfaktor durch — bestimmt sein. 


u= Ug Up- 
Die einfallende Lichtwelle u, wird dabei auf der Schatten- 
seite des Schirmes innerhalb eines Kegels (,,Lichtkegel“ oder 


1) A. Rubinowiez, Ann, d. Phys. 53. S. 258, 
G.A. Maggi, Ann. di Matem. 16. S. 21. 1888. 
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„Liehtraum‘‘), den eine durch den Lichtpunkt L hindurch- 
gehende Gerade beim Umlaufen des beugenden Randes B 


ikR 
beschreibt, durch = gegeben, während sie außerhalb dieses 


Kegels 0 zu setzen ist. u, stellt somit eine Funktion dar, die auf 
dem eben definierten Kegel, der ‚„Schattengrenze‘‘, unstetig ist. 
up, ist durch das über den beugenden Rand erstreckte 

Integral 
1 eiko eikr 


— | —. 
2) r 
B 


? cos (n, 7) 
1 + cos g) 


sin (0, ds) ds 
definiert, wo ds ein Linienelement des beugenden Randes B 
bedeutet, o und r die Entfernungen von der Lichtquelle L 
bzw. dem Aufpunkt Q zum Randelement ds sind und n die 
auf ds und o senkrecht stehende, in den Innenraum des Licht- 
kegels weisende Richtung ist. Da u=ug+ u, eine in der 
Sehattengrenze stetige Funktion ist, ug aber hier einen Sprung 
erleidet, so muß auch u, hier einen Sprung haben, der den von 
ug gerade kompensiert. Mit dieser Unstetigkeit von u, hängt 
die Tatsache eng zusammen, daß die von einem bestimmten 
Randelement ausgestrahlte Lichtwelle im allgemeinen bei der 
Annäherung an die in der Schattengrenze liegende Fortsetzung 
der Verbindungsgeraden: ,,Lichtquelle-Randelement ds“ un- 
endlich wird. Dies wird trotz des im allgemeinen gleichzeitig 
verschwindenden cos (n, r) durch den Nenner 1 + cos (r, o) 
bewirkt. 


$ 2. Beugungswelle in weiterem Abstande von der 
Schattengrenze. 

Zunächst leiten wir für die Beugungswelle u, eine an- 
genäherte Darstellung ab, die nur in Raumpunkten in weiterer 
Entfernung von der Schattengrenze gilt. Setzen wir ¢ =r -+ 9, 
so wird u, die Form haben: 

ARTE 1 cos (2, r) 
ik 
(3) wp =fe tf(s)\ds, wo f(s)= 1 
B 


sin (9, ds) 


von k nicht abhängt, und im allgemeinen sich mit s langsam 
ändert. Nur für Raumpunkte in der Nähe der Schattengrenze 
kann f(s) wegen des Nenners 1 + cos (r,o) nicht als langsam 
veränderlich angesehen werden. Diese Raumpunkte sollen 
jedoch in den Betrachtungen dieses Paragraphen nicht berück- 
sichtigt werden. Der Faktor e'*? wird nun im Hinblick darauf, 
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daß k eine große Zahl ist, an allen Stellen des beugenden Randes, 
mit Ausnahme der Punkte P,, wo ¢ als Funktion von s be- 
trachtet einen stationären Wert hat, wo also d¢/ds = 0 ist, 
rasch oszillieren, so daß immer nur eine gewisse Umgebung 
jedes dieser Ausnahmspunkte P, einen merklichen Beitrag 
zu dem Integral (8) liefern wird. Einen solehen Bereich um 
den Punkt P, wollen wir der Kürze halber als „wirksame 
Umgebung‘ dieses Punktes bezeichnen. Physikalisch bedeutet 
dies, daß die eincm bestimmten Raumpunkte vom beugenden 
Rande zugestrahlten Elementarwellen im allgemeinen ihre 
Phasen so rasch ändern, daß sie sich gegenseitig durch Inter- 
ferenz in erster Näherung zerstören und nur die wirksamen 
Umgebungen der Punkte P,, wo die Phasen sich langsam 
ändern, zur Geltung kommen können. 

Nun soll der Beitrag u,|, den die wirksame Umgebung 
eines bestimmten Punktes P, zu dem Integral (8) beisteuert, 
berechnet werden. Bezeichnet man alle Größen, die sich auf 
P, beziehen, mit dem Index », so ist wegen ¢,’= 0, wenn wir 
hier wie im folgenden die Differentiation nach s durch einen 
Strich andeuten, in der Umgebung von P,: 


(4) (s — 8,)? + at (s— 2) +... 


Zur Berechnung von u,|, sind von dieser Entwicklung offenbar 
so viel Glieder zu nehmen, daß ¢ in der wirksamen Umgebung 
von P, hinreichend genau dargestellt wird, worauf die Inte- 
gration in (3) über den wirksamen Bereich zu erstrecken ist. 

Wir nehmen nun zunächst an, daß wir uns bereits mit den 
quadratischen Gliedern begnügen können. Wir können dann 
mit hinreichender Genauigkeit für f(s) einfach f(s,) setzen 
und die Integration zwischen den Grenzen — © und + o 
erstrecken, da die außerhalb der wirksamen Umgebung liegen- 
den Punkte zum Integral nur einen verschwindenden Beitrag 
liefern. . Wir erhalten dann 
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Führen wir nun durch die Gleichung 
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so wird: 
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dem fe 2 w= 


und wir erhalten schließlich 
eilkle +7) + 2/4) 


or 


1 1 
== a = — 
4 | Up >> ‘nl, = 2 V2nk Ver 
| 1 + cos(r, eg) = (0, de) ly 


wo wir 


+0" = sin*(o, ds) —) + (cos(r,K) + 008(0, A) 


setzen können; K bedeutet darin den Krümmungsradius bzw. 
die Richtung der Hauptnormalen in dem betreffenden Punkte P, 
des beugenden Randes. Diese Relation erhalten wir einfach, 
wenn wir r und g in rechtwinkligen Koordinaten darstellen, 
dann ¢ =r + o zweimal nach s differentiieren und dabei noch 
die später abzuleitende für den Punkt P, geltende Beziehung (8) 
berücksichtigen. 

Aus (6) und (7) folgt: Betrachten wir das Beugungs- 
phänomen in weiterer Entfernung von der Schattengrenze, so 
können wir in erster Näherung annehmen, daß es durch Inter- 
ferenz von Beugungswellen zustande gekommen ist, die von 
den Punkten P, des beugenden Randes stammen, in denen 
{=r-+o einen stationären Wert hat; im Falle, daß es sich 
um Raumpunkte innerhalb des Lichtraumes handelt, durch 
Interferenz des direkt einfallenden Lichtes mit diesen Beugungs- 
wellen. 

Um nun noch die Lage der Punkte P, anschaulich über- 
hlicken zu können, ist es nur notwendig, die Bedingung 

ds 

geometrisch zu deuten. Da €=r-+o, so besagt diese Be- 
dingung, daß 

(8) 
ist. In den Punkten P, findet also eine Art von Reflexion 
statt. Der von der Lichtquelle kommende Lichtstrahl, der 
das den Punkt P, enthaltende Randelement ds trifft, schlieBt 
nämlich mit ds den gleichen Winkel ein wie ihn ds mit dem, 
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nach dem betrachteten Raumpunkt abgebeugten Lichtstrahl 
bildet. Dabei wird aber der von ds ,,reflektierte‘‘ Lichtstrahl 
im allgemeinen nicht in der gleichen Ebene liegen wie ds und 
der von der Lichtquelle kommende Lichtstrahl. Wenn wir 
uns nun fragen, nach welchen Raumpunkten hin ein be. 
stimmtes Randelement ds in erster Näherung das Licht ,,re- 
flektiert‘‘, so gibt uns daher (8) die Antwort, daß alle Raum- 
punkte auf einem Kreishalbkegel (,‚Reflexionskegel‘‘) liegen, 
dessen Spitze in ds sich befindet, der ds zur Achse und einen 
solehen Öffnungswinkel hat, daß ihn die Fortsetzung der Ver- 
bindungsgeraden ,,Lichtquelle-Randelement d s‘‘, d. h. die Fort- 
setzung von o berührt. Unter sonst gleichen Umständen wird 
der Ausdruck (6) die Funktion u, um so besser darstellen, 
je genauer ¢ in der wirksamen Umgebung jedes der Punkte P, 
durch die beiden ersten Glieder in (4) approximiert wird. Nach 
dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung ist dies um so 
mehr der Fall, je größer ¢’” in den Punkten P, gegenüber £’” 
in der wirksamen Umgebung dieser Punkte ist. 

Das Vorhandensein dieser Reflexionskegel wird für den 
Fall einer Halbebene von E. Maey!) sichergestellt. Durch 
Berücksichtigung von Gliedern, die Kirchhoff vernach- 
lässigt, erweitert Maey den Geltungsbereich des Kirchhoff- 
schen Ausdruckes für die Beugung an einer Halbebene, der 
ursprünglich bei Kirchhoff?) nur für Raumpunkte in der 
Nähe der durch die Lichtquelle hindurchgehenden und auf 
der beugenden Kante senkrecht stehenden Ebene abgeleitet 
wurde und findet so in diesem speziellen Problem zunächst 
theoretisch die Existenz von Reflexionskegeln. Durch Ver- 
suche überzeugt er sich dann, daß innerhalb des Schatten- 
raumes tatsächlich immer nur ein bestimmter durch die Be- 
dingung ¢ = Minimum ausgezeichneter Punkt der beugenden 
Kante leuchtet. Als Bestätigung des Vorhandenseins von 
Reflexionskegeln in allgemeineren Fällen kann man die leider 
nicht geradeaus auf das Ziel losgehenden Versuche von §. K. 
Banerji*) ansehen.*) Als einfache Demonstrationsanordnung 


1) E. Maey, Wied. Ann, 49. S. 69. 1893. 

2) G. Kirchhoff, Mathematische Optik. Leipzig 1891. 

3) S. Banerji, Phil, Mag. (6), 37. S. 112. 1919. 

4) Für den Fall der Fraunhoferschen Beugung an einem Helio- 
meterobjektiv vgl. S. K. Mitra, Proc. of the Indian Ass. for the Culti- 
vation of Science, Vol. VI, Part I, 1920. 
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eignet sich irgendein beliebig geformter hinter einer weit ent- 
fernten punktförmigen Lichtquelle aufgestellter Schirm. Wenn 
man aus weiterer Entfernung und zwar vom Schattenraum 
des Schirmes her, den Schirmrand mit dem bloßen Auge oder 
mit einem auf den Schirmrand eingestellten Fernrohr an- 
visiert, dessen Objektiv mit einem Karton, in dem sich ein 
kleines Loch befindet, abgeblendet ist, so sieht man am Schirm- 
rande feine Lichtpunkte, die längs des Randes wandern, falls 
man das Auge bzw. das Fernrohr oder die Blende bewegt. 
Diese Lichtpunkte bezeichnen offenbar jene Stellen des beugen- 
den Randes, die jenen Raumpunkten Licht zustrahlen, wo 
sich die Pupille des Auges bzw. die Blendenöffnung des Fern- 
rohrs befindet. Wird hingegen der beugende Rand durch ein 
Fernrohr mit einem unabgeblendeten Objektiv anvisiert, so 
sieht man einzelne Lichtlinien, entsprechend dem Umstande, 
daß die einzelnen Punkte, die die Objektivöffnung bilden, 
verschiedenen Punkten P, am beugenden Rande entsprechen. 

Reichen die beiden ersten Glieder in (4) nicht hin, um ¢ 
innerhalb des wirksamen Bereiches eines der Punkte P, ge- 
nügend genau darzustellen, so werden wir £ durch die ersten 
drei Glieder, d.h. durch 


1 9 1 
(9) + 31 & s,)” + 3! (s s,)° 


zu approximieren suchen. Verfahren wir ähnlich wie in den 
vorigen Fällen, indem wir f(s) =f (s,) setzen und die Inte- 


gration zwischen den Grenzen — o und + o erstrecken, 
also 
+» 
(10) up, = fts,) v 31°? v 


bilden, so ergibt diese Festsetzung der Integrationsgrenzen 
gleich eine charakteristische Einschränkung des Geltungs- 
bereiches von (10). Der Exponent der unter dem Integral- 
zeichen stehenden e-Funktion besitzt nämlich zwei Extrem- 


werte und zwar für die s-Werte s,=s, und s, = s, gm 


Während das erste Extremum mit dem Punkt P, zusammen- 
fällt, also sicher innerhalb des Bereiches liegt, wo £ durch 
(9) hinreichend genau dargestellt ist, wird s,, falls £,”/£, 
nicht klein ist, außerhalb dieses Bereiches liegen. Der Wert 
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m nimmt J? (m) sehr rasch an Größe ab und nähert sich un- 


des Integrals in (10) wird aber in entsprechender Weise durch 
das zweite Extremum beeinflußt und es wird daher (10) nur 
dann eine brauchbare Annäherung sein, falls £,’’/Z,’’ hinläng- 
lich klein ist. Die Formel (6) und die jetzt abzuleitende haben 
somit verschiedene Anwendungsgebiete, da (6) nach dem früher 
Gesagten nur dann anwendbar ist, falls Z,”’/Z’’ in der Um- 
gebung von P, hinreichend groß ist. 

Um (10) in eine leicht diskutierbare Form zu bringen, 


führen wir durch die Gleichung 


.r 


eine neue Integrationsveränderliche w ein und erhalten: 
ik G ) 


wobei I (m) das aus der Theorie des Regenbogens bekannte 
Airysche Integral ist: 


> 
(12) I(m) = [eos = (w? — mw)dw, m= / 


£’ wird dabei durch (7) gegeben, während für ¢’”’ der gleiche 
Weg, der zu ei sei mit Riicksicht auf (8), ergibt: 


+— = 3cos (o,ds)sin?(o, ds - 
(r, :08 (9, K) 
(13) |- An [cos (r, B) + cos (e, By] 


— [eos(r, X) + eos(g, K)}, 
wobei 1/T die Torsion und B die Richtung der Binormalen 
in dem Punkte P, bedeutet. 

Der jetzige Ausdruck für u,|, ist besonders dadurch be- 
merkenswert, daß er schon allein, also auch ohne Mitwirkung 
des direkt einfallenden Lichtes oder von Wellen aus anderen 
Punkten P, wegen des in ihm enthaltenen Airyschen Inte- 
grals I (m), zu einer Interferenzerscheinung Anlaß gibt. Das 
für die Interferenz der von P, herrüherenden Beugungsstreifen 
vor allem maßgebende J? (m) hat nämlich, als Funktion von 
m betrachtet, den folgenden Verlauf. Für negativ wachsendes 
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begrenzt der Null. Bei positiv wachsendem m nimmt I? (m) 
an Größe zu und erreicht bei m = 1,0845 das erste Maximum, = = 
bei m = 2,4955 das erste Minimum, bei m = 3,4669 das zweite 
Maximum usf., um dann durch eine Folge langsam immer _ 
schwächer werdender Maxima und Minima sich unbegrenzt 

der Null zu nähern.!) Für J? (m) erhält man für die ersten drei 

Maxima die Werte 1,005, 0,615, 0,510, während die folgenden 

Maxima langsam weiter gegen Null abnehmen. In den 

Minimastellen ist aber J? (m) stets Null. Bemerken wir, daß 

m bei uns nach (12) immer einen positiven Wert hat, so sehen 

wir, daß (11) in seinem Geltungsbereich schon allein das Auf- 

treten von Interferenzstreifen verursachen wird. 

Betrachten wir einen speziellen, einem bestimmten Rand- 
punkt gehörigen Reflexionskegel, so ist leicht zu sehen, daß 
der Ausdruck (11) vor allem für jene Punkte auf diesem Re- 
flexionskegel in Betracht kommt, die in der Nähe der durch 
= 0 auf diesem Kegel bestimmten Kurve liegen. Wie wir 
gesehen haben, ist für kleine ¢’’/¢’’’-Werte der Ausdruck (11) 
zu verwenden; da aber (11) nur für große r und o-Werte gilt 
und ¢’” nach (13) im allgemeinen nur in den Fällen großer 
Krümmung, großer Änderung der Krümmung oder großer 
Torsion größere Werte erreichen kann, so wird im allgemeinen 
bei kleinen £’’/£’’ auch £’ klein sein müssen. Außerdem tritt 
£'’ im Nenner von (11) auf, so daß für große £’’-Werte dem 
Ausdruck (11) eine geringe Intensität entspricht. 

Es entsteht nun die Frage, wie das Beugungsphänomen 
auf dem Reflexionskegel in der Nähe der durch £’=0 be- 
stimmten Kurve zustande kommt. Wird außer = 0 auch 
f’= 0 vorausgesetzt, so bedeutet dies offenbar, daß wir Raum- 
enkte betrachten, die auf der Schnittkurve Z, zweier auf- 
einanderfolgender, zu P, gehöriger Reflexionskegel liegen. 
(Mongesche Charakteristik des zu P, gehörigen Reflexions- 
kegels in der Flächenschar aller Reflexionskegel.) Dies ist 
es aber gerade, was w ir eigentlich von vornherein hätten er- 
warten sollen. Wird ¢ durch (9) dargestellt, so enthält der 
wirksame Bereich von P, zwei Stellen, wo £ Extremwerte an- 
nimmt (wie man sich leicht überzeugt, ein Maximum und ein 
Minimum), also eigentlich zwei aufeinanderfolgende Punkte P , 


1) Graphische Darstellung des Verlaufes der Funktion I? (m), z. B. 
bei J. M. Pernter, Meteorologische Optik. Wien 1906. 8.515. | 
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und dies erklärt das Zustandekommen der Interferenzfransen., 
Daß diese in der Nähe der durch £’= 0 auf dem Reflexions- 
kegel gegebenen Kurve liegen, erklärt sich daraus, daß für 
kleine £’’ die beiden Extremwerte von ¢ sich nahe beieinander 
befinden. Nunmehr ist auch die Tatsache zu verstehen, daß 
sich ¢’’= 0 mit Rücksicht auf (7) auch auf die an die optische 
Abbildungsgleichung erinnernde Form 
cos (r, K) + cos (g, K) 

K sin® ds) 


(14) 
bringen läßt. Zwei aufeinanderfolgende Reflexionskegel müssen 
ja das „Bild“ der Lichtquelle erzeugen. 

Nunmehr entsteht die Frage, welchen Verlauf die Kurve Z, 
hat. Die Frage ist rasch entschieden, wenn wir in dem 
Punkte P, ein Koordinatensystem errichten, dessen drei Achsen 
x, y, z mit den positiven Richtungen von ds, K, B zusammen- 
fallen. Z, ist der Schnitt des Halbkegels (8) mit der Fläche (14). 
Da x = r cos (r, ds) und mit Rücksicht auf (8) x =— r cos(o, ds) 
und ferner y = r cos (r, K) ist, so läßt sich (14) auf die Form 
bringen 


(15) 
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ds) = sin?(o,ds), 


eos(g,K)| _ 
cos (9, ds) 


K 
die im x, y, z-Raume eine auf der x y-, also auf der Schmie- 
gungsebene senkrecht stehende Ebene darstellt. Z, ist somit 
als Schnitt dieser Ebene mit dem Reflexionshalbkegel ein 
Kegelschnitt, der symmetrisch zur Schmiegungsebene gelegen 
ist. Nun muß noch die Bedingung für das Auftreten von Z, 
angegeben werden. Damit Z, existiere, muß die durch (15) 
dargestellte Ebene den Reflexionshalbkegel schneiden. Der 
Schnittpunkt der Ebene (15) mit der y-Achse liegt nun auf 
der negativen Seite dieser Achse. Nehmen wir an, daß der 
Reflexionshalbkegel die positive x- (d.h. ds-) Richtung um- 
schließt, so daß cos (o, ds) positiv ist, so ist Z, stets vor- 
handen, falls das aus (15) sich ergebende dy/dx zwischen 
+ o und —tg(o,ds) gelegen ist. Daraus folgt aber, daß 
dann o der Ungleichung re 

genügen muß. Diese Forderung erinnert an die Bedingung 


für das Auftreten von reellen Bildern bei Hohlspiegeln, w ven 
| 


K + sin? (g, ds) 
m“ sin (g, ds) + cos (g, K) 
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sie für den Fall, daß die Lichtquelle in der positiven Richtung 
von K liegt, die Form o > K/2 annimmt. 
Um zu entscheiden, ob Z, eine Ellipse, Parabel oder Hy- 


perbel darstellt, müssen wir nur feststellen, welcher der Re- se 


> tg (o, ds) (Ellipse), = 


tg(o, ds) > > (Hyperbel) 
unser dy/dx genügt. 
Die zu allen Randpunkten gehörigen Kurven Z, bilden 
in ihrer Gesamtheit eine Fläche W, die nach den Lehren der 
Differentialgeometrie als die Einhüllende der Flächenschar 
aller Reflexionshalbkegel aufzufassen ist. Nun werden im all- 
gemeinen, falls die Berührung zwischen der Hüllfläche und den 
einzelnen sie erzeugenden Halbkegeln von der ersten Ordnung 
ist, alle Reflexionskegel die W berühren, wenigstens in der 
Nähe der Punkte, in denen die Berührung stattfindet, auf ein 
und derselben Seite der Hüllfläche W verlaufen. Da das ab- 
gebeugte Licht nach dem Obigen sich in erster Annäherung 
in Reflexionskegeln ausbreitet, so wird in den Raumpunkten 
in der Nähe von W nur auf der einen Seite von W Helligkeit, 
auf der anderen aber Dunkelheit herrschen, sofern man näm- 
lieh nur das Licht der Reflexionskegel in Betracht zieht, die 
gerade das eben ins Auge gefaßte Stück der Fläche W er- ae 
zeugen. Auf der beleuchteten Seite von W erhalten wir dabei 
das »-te Maximum der Beugungsstreifen, von der Fläche W 
aus gerechnet, wenn wir uns auf einer Fläche befinden, die = 
gegeben wird, falls m = m, [vgl. (12)] den Wert von m darstellt, 
für den I? (m) das »-te Maximum erreicht. Im allgemeinen 
werden aber die Raumpunkte in der Nähe der Fläche W auch 
direkt einfallendes und abgebeugtes Licht erhalten, das von 
anderen Teilen des beugenden Randes kommt, als es die sind, 
die gerade den ins Auge gefaBten Teil von W erzeugen; und 
darauf ist bei den Anwendungen zu achten. Aus der Tatsache, 
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daß W eine Hüllfläche von Reflexionskegeln ist, wird auch 
physikalisch ganz unmittelbar verständlich, daß nur auf der 
einen Seite von W Beugungsstreifen auftreten. Es herrschen 
ja hier ganz analoge Verhältnisse, wie in der Nähe einer 
Kaustik. Jeder einem Randpunkt P, entsprechende Reflexions- 
kegel wird durch einen Reflexionskegel geschnitten, der einem 
dem P, benachbarten Punkte P,, entspricht. Aus diesem Um- 
stande ergibt sich aber die folgende Schwierigkeit. Be. 
trachten wir einen bestimmten Raumpunkt Q auf der be. 
leuchteten Seite von W, so werden wir im allgemeinen zwei 
Reflexionskegel angeben können, die durch ihn hindurchgehen 
und die beide an der Erzeugung des dem Punkte Q benach- 
barten Flächenstückes von W beteiligt sind. Wenn dies auch 
aus der Tatsache, daß die durch (11) angegebene Lichtverteilung 
durch zwei nahe beieinander gelegene Punkte P, bedingt wird, 
sofort klar ist, so erkennt man dennoch gleichzeitig aus diesem 
Umstande, daß nur einer dieser beiden Reflexionskegel bei 
Verwendung des Ausdrucks (11) zur Bestimmung der Licht- 
intensität in Q benützt werden darf. Man sieht ja, daß die 
beiden durch Q gehenden Reflexionskegel sich voneinander 
dadurch unterscheiden, daß auf dem einen von ihnen auf 
der durch Q und den entsprechenden Randpunkt P, gehenden 
Geraden der Berührungspunkt mit W zwischen Q und P,, auf 
dem anderen Reflexionskegel aber auf der entsprechenden Ge- 
raden außerhalb der Strecke Q P, gelegen ist. Daraus folgt 
aber, daß eine eindeutige Festlegung der Lichtintensität erst 
ermöglicht wird, wenn man für diesen Zweck konsequent ent- 
weder nur den Teil der Lichtkegel verwendet, der von dem ent- 
sprechenden Punkt P, bis zur Berührungskurve der Licht- 
kegel mit der Fläche W, d.h. bis zur Kurve Z, reicht oder 
aber den übrigen Teil benützt. 


Nun erkennt man, daß die jetzt besprochene Schwierig- 
keit auch in einer anderen Form auftritt. Die beiden Gebiete, 
in die jeder Reflexionskegel durch Z, (d. h. durch £’ = 0) 
. geteilt wird, müssen so beschaffen sein, daß in dem einen 
von ihnen ¢” > 0 und in dem anderen £’’< 0 ist. Da das £” 
in (12) quadratisch auftritt, so erhält man jetzt wieder zwei 
ein wenig voneinander verschiedene Flächen (16), je nachdem 
man in (11) ¢’’-Werte aus dem Gebiete, wo ¢” positiv oder 
negativ ist, verwendet. Eine Eindeutigkeit ist also auch hier 
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pur zu erreichen, wenn man konsequent nur positive oder nur | 
negative Werte von ¢” verwendet, d.h. sich nur auf das eine 
oder das andere der beiden durch Z, auf den Reflexionskegeln 
bestimmten Gebiete beschränkt. Diese Zweideutigkeit in der 
Festlegung der Lichtintensität mittels (11), deren Ursprung 
nach dem Obigen darin gelegen ist, daß wir in (11) auf dem zu 
einem bestimmten Punkte P, gehörigen Reflexionskegel gleich- 
zeitig die Wirkung von anderen, P, benachbarten Punkten P,, _ 
berücksichtigen, fällt bei der praktischen Anwendung dieser 
Formel nicht schwer ins Gewicht, da sie, wie schon betont 
wurde, nur für kleine £’’-Werte zu verwenden ist und hier de 
Unterschiede nicht groß sind. Dr: 


Im Falle, daß der beugende Rand aus einer in einer Ebene E | 
liegenden Kurve besteht und eine ebene Lichtwelle senkrecht a 
auf diese Ebene E einfällt, arten die Reflexionskegel in Ebenen 
aus, die senkrecht auf den einzelnen Elementen des beugenden — 
Randes stehen. Die Fläche W wird dann zu einem auf E 
senkrecht stehenden Zylinder, dessen Schnitt mit E die Evolute 2 
des beugenden Randes ist. Unter den jetzt angegebenen Be- 3 
dingungen wurden von 8. K. Mitra!) Versuche angestellt, die 
in der Tat ergeben haben, daß in diesem Falle praktisch zu- 
sammenfallend mit der Evolute ein hellerer und an der Innen- 
seite der Evolute daran anschließend eine Folge von weniger 
hellen Beugungsstreifen zu beobachten ist. Der genannte Eu 


nur qualitative Erklärung des von ihm experimentell unter- 
suchten Falles geben können. Er machte nämlich darauf 
aufmerksam, daß in jedem Punkte des Evolutenzylinders die 
Beugungswellen von ‚drei aufeinanderfolgenden Punkten‘ des 
beugenden Randes mit gleicher Phase eintreffen und daher 
hier eine größere Helligkeit als in den Nachbarpunkten herrschen 
muß. Tatsächlich ist aber für das von einem Randelement — 
einem Raumpunkt zugestrahlte Licht ein endliches, wenn auch 
sehr kleines Btückehen des beugenden Randes 


1) 8. K. Mitra, Phil. thins (6), 88, S. 289, 1919. 
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8 3. Beugungserscheinungen in der Nähe der Schattengrensze, 

Das im $ 2 zur Ableitung der Näherungsformeln an- 
gewandte Verfahren versagt, wie wir gesehen haben, in der 
Nähe der Schattengrenze. Wir können dafür den hier statt. 
findenden Sprung der Funktion u, verantwortlich machen, 
weil dieser, wie schon bemerkt wurde, mit dem Unendlich- 
werden des Integranden in der Schattengrenze verknüpft ist, 
Es liegt daher nahe, zur Entwicklung von Näherungsformeln, 
die auch in der Nähe der Schattengrenze gelten, aus u, ver- 
suchsweise eine Funktion U herzuleiten, die in der Schatten- 
grenze regulär ist, U durch einen auch in der Nähe der 
Schattengrenze anwendbaren Ausdruck zu approximieren und 
dann durch die Umkehrung aller Operationen, die von ug zu U 
geführt haben, von der Näherung für U zur Näherung für 
ur überzugehen. 

Diesen Gedanken wollen wir in der folgenden Form durch- 
führen. Zunächst suchen wir eine Funktion U auf. Be- 
zeichnen wir durch die oberen Indizes 1 und 2 die von dem Licht- 
kegel bzw. von dem Schattenraume aus zu erreichenden Seiten 
der Schattengrenze, so wird der Sprung von u, in der Schatten- 
grenze gegeben durch: 


ikR 
(17) _, 
wenn wir mit R die Entfernung „Lichtquelle L — Auf- 


punkt Q‘ bezeichnen. Die Ableitungen der Funktion u, nach 
der Normalen an die Schattengrenze sind hingegen stetig, wie 
man sich einfach überzeugen kann. Daraus und aus (17) folgt 
nun unmittelbar, daß die Funktion: 
(18) 


U= uy) 
samt ihrer Ableitung nach der Normalen in der Schattengrenze 
stetig ist. Das ist auch direkt festzustellen, indem man für ug 
den Ausdruck (2) einsetzt. Man erhält so: 


(19) U= cos (n, r) sin (o, ds) ds. 


1+ cos(r, 9) 
Das Verschwinden des Nenners 1 + cos (r, 9) in den Punkten 
der Schattengrenze wird jetzt durch das gleichzeitige Ver- 
schwinden des Zählers r +o — R kompensiert. Vgl. übrigens 
die später anzugebende Relation (22). 
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Nun kann man ohne weiteres für U eine auch in der Nähe 
der Schattengrenze geltende Näherung nach dem in $2 bei 
u, angewandten Verfahren herleiten. Setzen wir jetzt — 
r+o— R=, so liefern nur jene Punkte P, des beugenden 
Randes einen merklichen Beitrag zu dem Integral (19), für 
die £’ = 0 ist. Da der Aufpunkt bei der Differentiation nach s 


konstant zu halten ist, so folgt daraus, daß — scp ote 
_dr dg _dt 


$2 nur Raumpunkte, die auf dem Reflexionskegel von ie 
liegen, von diesem Randpunkt Licht erhalten. Unter der An- 
nahme, daß £ in der Umgebung von P, bereits hinreichend 


dargestellt werden kann, bekommen wir für den Beitrag U, 
des Punktes P, zu (19) auf dem gleichen Wege wie bei der ent- 
sprechenden Rechnung im vorigen Paragraphen: 


2 +@ 4 
U, = | e 2! ds = Vie 3 v de 
VERER Vier ( 1), 


Gare” 1 + 608,0) 


von k nicht abhängt. 
Um nun zu dem ur serem U, entsprechenden u,| zu gelangen, a 


müssen wir nur U, nach k integrieren und zwar zwischen “ool 
Grenzen + © und k, weil ja u,|,, wie überhaupt die gesamte 
Beugungswelle u, in dem Grenzfalle k = + o, d.h. für un- 


endlich kleine Wellen verschwinden muß. Wir ‘alles so: 


Qn i= % 
? —ik < 
+2 
T 
Führen wir nun in dem Integranden durch die Relation 
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statt k eine neue Integrationsveränderliche w ein und beachten, 
daß 


ist, so erhalten wir für u,|, den Ausdruck: 


3 
ilkR+—n a 
(20) up|, = ) r)sin (9, ds) 
+2 


Dabei mußte der in der Integrationsgrenze auftretenden Wurzel 
ein positives Vorzeichen erteilt werden, damit u,|, für k=+ « 
verschwinde. £’ wird auch hier durch (7) gegeben. 

Nun wollen wir uns die Eigenschaften der Funktion ug), 
ein wenig näher ansehen. Unter der Voraussetzung, daß alle 
in (20) auftretenden Wurzeln positiv sind, überzeugt man sich 
zunächst, daß im Falle, wo die obere Grenze des Fresnelschen 
Integrales in (20) groß wird, d.h. für große k(r +o — R) 
Werte der jetzige Ausdruck für u,|, unmittelbar in den früher 
abgeleiteten (6) übergeht. Es ist nur notwendig zu berück- 
sichtigen, daß nach Cauchy!) für große positive w-Werte in 
erster Näherung 


Um nun aber zu zeigen, daß der jetzige Ausdruck für u,), 
im Gegensatz zu dem früheren (6) auch in den Raumpunkten 
in der Nähe und in der Schattengrenze selbst endlich bleibt, 
formen wir ihn noch ein wenig um. Zunächst folgt: aus. 


R? = r? + 0? — 2r o cos (r, @) 
die Relation 

(r + 0)? — R? = 2ro (1 + cos (r, o)). 
Bezeichnen wir ferner mit « den Winkel zwischen der durch r 
und o gelegten Ebene und der Richtung n, so wird 


cos (n, r) = sin (r, 0) cos «. 


1) Vgl. etwa Verdet-Exner, Die Wellentheorie des Lichtes. Bd. I. 
Braunschweig 1881. 8.245. 
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Wir erhalten somit für den in (20) auftretenden Ausdruck 


Vr+e-F (n, r) = 
1 + cos(r,g) ’ 1+c08(,0) Yr+o+R 


woraus sofort die Endlichkeit von (20) in der Schattengrenze 
folgt. 
Die letzte Formel läßt uns auch erkennen, daß (20) in 
der Schattengrenze den vorgeschriebenen Sprung (17) hat. 


Aus (22) folgt nämlich, daß wir für (20) in der Schattengrenze 
bei der Annäherung von dem Lichtkegel bzw. vom Schatten- 


1 eikR ikR 


1 
bw. +5 


aslten. Man hat dabei bloB folgendes zu beachten: Bei 
der Annäherung an die Schattengrenze rückt der entsprechende 
Punkt P, am beugenden Rande in die Verbindungsgerade 
„Liehtquelle-Aufpunkt“ hinein und es wird daher dann 


cos (r, K) + cos (0, K) und r+o— R zu Null und sin (2 3") 


und |cos «| zu 1. Das Vorzeichen von (22) wird mit Rücksicht 
auf unsere Festsetzung, daß alle Wurzeln in (20) mit dem posi- 
tiven Vorzeichen zu nehmen sind, beim Heranrücken an die 
Schattengrenze durch cos (n, r) bestimmt, also negativ bzw. 
positiv bei der Annäherung vom Lichtkegel bzw. vom 
Schattenraum her. 

Wir sehen somit, daß, wenn wir allen in (20) auftretenden 
Wurzeln das positive Vorzeichen erteilen, das Verhalten der 
so gewonnenen Funktion eindeutig dafür spricht, daß sie die 
Beugungswelle darstellt. Wir können aber auch noch durch 
eine Änderung der obigen Festsetzung erreichen, daß dieser 
Ausdruck in der Schattengrenze stetig wird und im Schatten- 
raume die Beugungswelle u,|,, im Lichtraume jedoch die 
Beugungswelle und zugleich das direkt einfallende Licht, also 
Us|, + wz darstellt. Zu diesem Zwecke nehmen wir zunächst 
an, daß in dem Schattenraume alle in (20) auftretenden Wurzeln 
das positive Zeichen haben, also alle unsere alten Voraus- 
setzungen gelten; daher wird hier (20) sicherlich u,|, darstellen. 


In der Schattengrenze wird nun aber Yr+oe— R=0 und 


Annalen der a: IV. Folge. 73. 
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wir wollen jetzt entgegen der früher gemachten Voraussetzung 
annehmen, daß diese Wurzel, die sowohl vor dem Integral 
als auch in der Integrationsgrenze auftritt, beim Durchgang 
durch die Schattengrenze ihr Vorzeichen ändert. Aus den so- 
eben unter den alten Voraussetzungen , berechneten Grenz- 
werten von (20) in der Schattengrenze folgt nun sofort, daß 
sich jetzt unter den neuen Voraussetzungen (20) in der Schatten- 
grenze stetig verhält. Es erübrigt nur noch der Nachweis, 
daß (20) jetzt innerhalb des Lichtraumes u,|, + u, darstellt. 
Allerdings gilt diese letztere Behauptung nur angenähert, 
d.h. um so genauer, je näher wir uns der Schattengrenze be- 
finden und je weiter wir vom beugenden Rande entfernt sind, 
Je besser diese Voraussetzungen erfüllt sind, um so genauer 
stellt nämlich, wie man wieder mit Hilfe von (22) folgern kann, 
der mit dem negativen Vorzeichen genommene Ausdruck (20), 
falls wir = Integral zwischen den Grenzen + © und — « 


ikR 
erstrecken, ‚a also u, dar. Addiert man nun diesen letzteren 


Ausdruck zu us|, im Lichtraume, also zu (20) unter den alten 
Voraussetzungen, so erhält man im Lichtraume uz|, + u; und 
gleichzeitig (20) fiir den Fall der neuen Voraussetzungen. Da 
jetzt (20) und wie man sieht, auch die Ableitungen dieses Aus- 
druckes nach der Normalen in der Schattengrenze stetig sind, 
so ist es uns nun gelungen, die reguläre Fortsetzung von u; 
aus dem Schatten- in den Lichtraum zu erhalten. Die Tatsache, 
daß sich dabei ug nur angenähert ergibt, erklärt sich un- 
gezwungen dadurch, daß (20) überhaupt nur eine Näherungs- 
formel ist. Der Vorteil des jetzigen Übereinkommens besteht 
vor allem darin, daß wir es für jeden Punkt P, mit einer 
einzigen, selır gut bekannten Funktion, im wesentlichen näm- 
lich mit dem Fresnelschen Integral zu tun haben. Wird im 
folgenden auf den Ausdruck (20) hingewiesen, so ist er, falls 
das Gegenteil nicht ausdrücklich betont wird, nach den jetzigen 
Festsetzungen zu behandeln. 


Es mag noch erwähnt werden, daß die Tatsache, daß aus 
der Funktion U auch unmittelbar die Funktion u;|, + u, zu 
erhalten ist, eigentlich schon von vornherein zu erwarten war. 
Ersetzen wir nämlich in der Definition (18) von U das u, 
durch u, + ug, so erhalten wir offenbar dieselbe Funktion U, 
Es ist ja im Schattenraume u; uz = us, im Lichtraume 
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ist aber u, + ug = rt. und daher wird hier die mit 
p+ u; gebildete Funktion U gleich ore 


U= (R-e-*#Fu, +1) = yp), ‘2 


Ok 


also wieder gleich der mit u, allein gebildeten Funktion U, = nr 


Wenn wir unsere Überlegungen weiter systematisch fort- 
setzen wollten, müßten wir jetzt den Fall in Betracht ziehen, 
wo in dem wirksamen Bereiche von P, zur Darstellung von & 
auch die Glieder mit &’” verwendet werden müssen. Da 
€’={" ist, so wäre nach den Erörterungen im $2 die neue 
Formel nur in der Nähe der von den Reflexionskegeln ge- 
bildeten Hüllfläche W von Wichtigkeit, und zwar nur für 
den Fall, daß W in der Nähe der Schattengrenze verläuft. 
Sie käme somit nur in speziellen Fällen in Frage und da sie 
als ein Integral, dessen Integrand das Airysche Integral ent- 
hält, sich sicherlich nicht einfach durch bekannte Funktionen 
darstellen läßt, wollen wir uns hier nicht weiter mit ihr be- 
schäftigen. 

Schließlich wären noch vom Standpunkte des vorangehen- 
den und auch dieses Paragraphen die Beugungserscheinungen 
in der Nähe der Raumpunkte zu behandeln, wo nicht nur 
e=0 und ¢’=0, sondern auch ¢’’=0 ist. Dies wären die 
Beugungserscheinungen in der Nähe der eventuell vorhandenen 
Gratlinie der Fläche W. Diese Beugungserscheinungen ent- 
stehen in ähnlicher Weise, wie die Beugungserscheinungen in 
der Nähe des Brennpunktes einer Linse. 

Es handelt sich nun darum, uns die wichtigsten und ein- 
schneidendsten von den bisher noch nicht besprochenen Be- 
schränkungen zu verdeutlichen, denen unsere Formeln infolge 
der bei ihrer Ableitung gemachten Voraussetzungen unter- 
liegen. Allen unseren Überlegungen ist vor allem insbesondere 
gemeinsam: 

1. Die Voraussetzung, daß für jeden Raumpunkt auf dem 
beugenden Rande einzeln nicht übereinander greifende wirk- 
same Bereiche sich angeben lassen, die in erster Näherung allein 
von Null verschiedene Beiträge zu dem Integral (2), das u, 
darstellt, liefern. Solche Bereiche auf dem beugenden Rande 
sind dadurch ausgezeichnet, daß sie stets einen oder mehrere 
Punkte P, enthalten, in denen ¢ und é einen stationären Wert 
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annehmen. Innerhalb eines wirksamen Bereiches ändern sich 
diese Größen langsam, außerhalb aber sehr schnell. 

2. Innerhalb eines wirksamen Bereiches kann £ bzw. & 
hinreichend genau durch die ersten drei oder vier Glieder der 
Taylorschen Entwicklung dieser Größen nach Potenzen von 
s— s, dargestellt werden. Außerhalb dieses Bereiches dürfen 
diese Annäherungen ausnahmslos nur rasch veränderliche ¢ 
bzw. &-Werte liefern, d.h. keine Extremwerte ergeben. 

Sind diese Bedingungen nicht erfüllt, so läßt sich u,sicher- 
lich nicht mit Hilfe der bisher angegebenen Formeln darstellen, 
was durch einige Beispiele belegt werden möge. So ist z.B, 
die Bedingung 1. nicht erfüllt, falls der beugende Schirm so 
beschaffen ist, daß es einen, mehrere oder ein Gebiet von 
Raumpunkten Q gibt, in denen £ und damit auch é konstant 
oder nahezu konstant ist und zwar für den ganzen beugenden 
Rand oder wenigstens für einen endlichen Teil desselben, 
Solehe Partien des beugenden Randes sind so beschaffen, daß 
sie auf oder in der Nähe eines Rotationsellipsoides ¢ = const, 
liegen, in dessen Brennpunkten sich die Lichtquelle und ein 
Raumpunkt Q befinden. In einem solchen Falle ist es offenbar 
auch in der Umgebung eines solehen Raumpunktes Q nicht 
möglich, eine unserer Formeln zu benützen, da die Schwan- 
kungen von £ in diesen Punkten noch zu gering sind, kaum 
eine oder einige Lichtwellenlängen betragen. Ein wichtiger 
hierhergehöriger Spezialfall ist das klassische Problem der 
Beugung an einem kreisförmigen Schirme, falls Lichtquelle 
und Aufpunkt in der Nähe der Geraden liegen, die senkrecht 
auf der Kreisfläche steht und durch ihren Mittelpunkt hin- 
durchgeht. Bei dem in $ 2 beschriebenen Demonstrations- 
versuche sieht man daher bei Verwendung eines kreisförmigen 
Schirmes und einer entsprechend aufgestellten punktförmigen 
Lichtquelle, auch bei großen Schirmen, in der Nähe der 
Symmetriegeraden den ganzen Rand des Schirmes leuchten. 
Erst in Punkten, die weiter von der Symmetriegeraden ent- 
fernt sind, bemerkt man bei großen kreisförmigen Schirmen 
an den Enden des Kreisdurchmessers zwei Lichtpunkte, die 
£ = Maximum und ¢ = Minimum entsprechen. 

Ein zweites Beispiel, wo alle unsere Formeln versagen, 
ist der Fall sehr kleiner Schirme oder sehr kleiner beugender 
Öffnungen, weil hier keine der oben angegebenen Bedingungen 
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befriedigt ist. Einerseits werden hier nämlich die Schwan- 
kungen von ¢ sehr klein sein, aber auch wenn sie einige Wellen- 
längen betragen, genügt dies noch keineswegs, um das Erfüllt- 
sein der Bedingung 1. zu gewährleisten. Doch selbst wenn 
der Bedingung 1. genügt werden kann, und bereits wirksame 
Bereiche aufzutreten beginnen, bietet im allgemeinen die Be- 
friedigung der Bedingung 2. bei kleinen Schirmen Schwierig- 
keiten, da in diesem Falle zur hinreichend genauen Darstellung 
von £ oder & mehr als vier Glieder der Taylorschen Entwicklung 
im wirksamen Bereich notwendig sein werden. 

Fälle, wo die Bedingung 2. nicht befriedigt werden kann, 
können aber auch bei größeren Schirmen auftreten. So z.B. 
in dem Falle, wo der beugende Rand so kompliziert verläuft, 
daß für gewisse wirksame Bereiche eine Darstellung von £ 
durch die ersten vier Glieder der Taylorschen Entwicklung 
nicht hinreichend genau ist oder in dem Falle, wo £’, ¢’’ oder 
¢’” unstetig wird, was durch eventuell vorhandene singuläre 
Punkte, etwa Spitzen oder Ecken der Kurve, die den beugenden 
Rand bildet, bedingt werden kann. 

Es entsteht nun die Frage, ob die zur Herleitung unserer 
Formeln angewendeten Verfahren leicht so geändert werden 
können, daß sie wenigstens auf einige der oben angeführten 
Ausnahmsfälle anwendbar werden. Diese Frage läßt sich oft 
für die beiden Formeln (6) und (11), die für weit von der 
Sehattengrenze entfernte Punkte gelten, bejahen, z. B. im Falle, 
wo eine der Ableitungen von ¢ unstetig wird. Man kann dann 
den wirksamen Bereich in zwei Teile zerlegen, in denen für 
£ zwei verschiedene Darstellungen gelten. Jetzt darf aber die 
Integration nach s nicht mehr zwischen unendlichen Grenzen 
erstreckt werden und wir erhalten daher im Falle von (6) ein 
Fresnelsches Integral und im Falle von (11) ein Airysches 
Integral mit veränderlicher Integrationsgrenze.!) Das gleiche 
Verfahren ist anwendbar, wenn zwei Punkte nahe beieinander, 
jedoch noch nicht so nahe liegen, daß die Formel (20) brauch- 
bar wäre. Die Erledigung dieses Übergangsfalles überbrückt 
die Lücke zwischen den Geltungsbereichen der Formeln (6) 
und (20). 


1) Tafeln für solche Airysche Integrale, allerdings nur für einen 
engen Bereich, sind zu finden bei Lord Rayleigh, Phil. Mag. (5), 8. 
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§ 4. Spezielle Beugungsprobleme. 

bs In diesem Paragraphen wollen wir' an einigen gewöhnlich 
in den Lehrbüchern der Optik behandelten Beispielen zeigen, 
wie (20) zur Behandlung spezieller Le verwendet 
werden kann. 


a) Halbebene. Da hier offenbar nur ein einziger ¢ — Minimum 
entsprechender Punkt P, vorhanden ist, werden die Beugungs- 
erscheinungen in diesem Falle direkt durch (20) gegeben, wobei 
man nur zu berücksichtigen hat, daß hier K= ist. Mit 
Hilfe von (22) läßt sich dann leicht zeigen, daß (20) für kleine 
Beugungswinkel in den von E.Maey (vgl. $2) verall. 
gemeinerten Kirchhoffschen Ausdruck für die Beugung an 
einer Halbebene übergeht. 


b) Durch zwei parallele Gerade begrenzter Streifen. Ent- 
sprechend den beiden beugenden Kanten sind hier zwei 
Punkte P, (P, und P,) vorhanden, und die Beugungserschei- 
nungen werden daher durch die Summe zweier Funktionen (20) 
beschrieben. Es ist klar, daß im Schattenraume alle Wurzeln 
mit dem positiven Vorzeichen zu nehmen sind. 

Liegen Lichtquelle und Aufpunkt vom Schirmrande weit 
entfernt und betrachtet man nur Punkte unweit von der 
Schattengrenze, so läßt sich die den ganzen Beugungsvorgang 
beschreibende Funktion durch den Ausdruck: 


¥2 — ln +a-R) 


darstellen, wobei die Indizes 1 und 2 den Punkten P, und P, 
entsprechen. In diesem Falle kann man nämlich die in (20) 
vor dem Integralzeichen stehenden Glieder ihrem absoluten 
Betrag nach als konstant und bei beiden Integralen als gleich 
ansehen. Auch das Vorzeichen dieser Konstanten ändert sich 
beim Durchgang durch die Schattengrenzen nicht, weil an 
jeder Schattengrenze der entsprechende cos (n, r) gleichzeitig 
mit der zugehörigen Wurzel Vr, + 0,— —R sein Vorzeichen 
ändert. Für den Falı, daß man sich auf die durch den leuch- 
tenden Punkt hindurchgehende und auf die beiden beugenden 
Kanten des Behirmen senkrecht stehende Ebene nina 
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erhält man mit Hilfe von (22) und unter Beachtung unserer 
Voraussetzungen leicht die bei Kirchhoff!) auftretende 
Formel. 

c) Spalt. Der Sachverhalt ist hier ähnlich wie in dem 
soeben behandelten Falle. Auch hier treten zwei Punkte P, 
und dementsprechend zwei Funktionen u,|, auf. Betrachtet 
man zunächst einen Aufpunkt, der sich etwa in dem Schatten- 
raume des Schirmes befindet, auf dessen Rande P, gelegen ist, 
so ist der P, entsprechende cos (n,r) positiv, der P, ent- 
sprechende aber negativ. Der Tatsache, daß zu einem solchen 
Aufpunkt nur das an den beiden Punkten P, abgebeugte 
aber kein direkt einfallendes Licht gelangen kann, muß man 
dadurch Rechnung tragen, daß man der Wurzel Yr,+o, — R 
für beide Punkte P, das positive Vorzeichen erteilt. Unter 
den gleichen Voraussetzungen über den in (20) vor dem Inte- 
gralzeichen auftretenden Ausdruck, wie sie im vorigen Bei- 
spiel gemacht wurden, erhält man daher für unseren Aufpunkt 
in dem P, entsprechenden Schattenraume: 


2k 


2k 
VEntea-® 


Nun kann man aber leicht einsehen, daß der obige Ausdruck 
in allen Aufpunkten anwendbar bleibt, wenn wir nur wie ge- 


wöhnlich übereinkommen, daß die Wurzel Yr, + e, — R beim 
Passieren der zugehörigen Schattengrenze (gleichzeitig mit dem 
entsprechenden cos (n, r,)) ihr Vorzeichen ändert. Nach §3 
wird dann beim Hindurchtreten durch die P, zugehörige 
Schattengrenze das erste Integral die von P, ausgehende 
Beugungswelle + direkt einfallendes Licht, der ganze obige 
Ausdruck, also beide Beugungswellen und das einfallende 
Licht darstellen, wie es in der Tat sein soll. Wird nun aber 
die zweite zu P, gehörige Schattengrenze überschritten, so 
stellt, wie man sich leicht überzeugt, das zweite Integral die 
Beugungswelle von P, minus dem direkt einfallenden Lichte 
dar, der ganze obige Ausdruck somit die Summe der beiden 
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Beugungswellen allein. Für Aufpunkte in der durch den 
leuchtenden Punkt hindurchgehenden, senkrecht zu den beugen- 
den Kanten des Spaltes stehenden Ebene geht der obige Aus- 
druck in den gewöhnlich für die Beugung an einem Spalt ab- 
geleiteten über.!) 

Die Vorteile des hier eingeschlagenen Verfahrens treten 
bei diesen einfachen Beispielen eigentlich gar nicht recht hervor, 
Die Behandlung von weiteren bisher nicht untersuchten spe- 
ziellen Fällen ist aber nicht das Ziel der vorliegenden Unter- 
suchung, da diesbezügliche Messungen fehlen. Man kann sich 
jedoch. leicht vorstellen, wie auch kompliziertere Fälle zu be- 
handeln sind, etwa Schirme von der Gestalt geradlinig be- 
grenzter Polygone usf. Ebenso verzichten wir mangels ent- 
sprechender Messungen auf die Behandlung von Beispielen, 
bei denen die Formel (11) angewandt werden müßte. 


$5. Allgemeine Bemerkungen. 

Unsere Überlegungen zeigen, daß man, kurz, wenn auch 
nicht präzis gesprochen, bei ,,groBen‘‘ Schirmen, deren Be- 
randung einen „glatten‘‘ Verlauf hat, sich vorstellen kann, 
daß die Beugungserscheinungen in erster Näherung durch eine 
Art Reflexion des auffallenden Lichtes an dem Schirmrande 
zustande kommen; oder der gleiche Sachverhalt anders formu- 
liert: man kann sich denken, daß in erster Näherung das 
Licht bei großen und glatt verlaufenden Schirmen sich in Bahnen 
fortpflanzt, wo der Lichtweg „Lichtquelle-beugender Rand- 
Aufpunkt‘‘ einen stationären Wert hat. 

Dadurch wird in den Mechanismus des Zustandekommens 
von Beugungserscheinungen wenigstens bei dieser Klasse von 
Schirmen ein gewisser Einblick erhalten. In den Fällen, wo 
unsere Überlegungen anwendbar sind, wird in erster Näherung 
der Beugungsvorgang auf ein einfaches leicht diskutierbares 
Phänomen, eine Art von Reflexion zurückgeführt. Als ,,eigent- 
liche“ Beugungsprobleme wird man von diesem Standpunkt 
aus dann die Fälle ansprechen, in denen unsere Überlegungen 
nicht anwendbar sind und die daher im allgemeinen nicht leicht 
überblickt werden können. 

Unsere Einsicht in das Zustandekommen der Beugungs- 
erscheinungen scheint auf den ersten Blick wenigstens einen 
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Zusammenhang mit gewissen Vorstellungen aus der Theorie der 
Liehtquanten aufzuweisen, in der man mit Einstein annimmt, 
daß das Licht sich als Nadelstrahlung im Raume ausbreitet. 
Auf Grund unserer Vorstellungen könnte man daher geneigt 
sein, die Beugung als Reflexion der Nadelstrahlung am beugen- 
den Rande aufzufassen. Die Kohärenz bliebe aber, selbst wenn 
man diesen Vorstellungskreis akzeptieren wollte, immer noch 
ein ungelöstes Rätsel. Wir dürfen jedoch auch nicht daran 
vergessen, daß unsere Ergebnisse nur für eine besondere Klasse 
von beugenden Schirmen, keinesfalls aber ganz allgemein 
gelten. Wenn man daher annimmt, daß die klassische Licht- 
theorie die beobachteten Beugungserscheinungen exakt dar- 
stellt, so können wir für diese Auffassung, die Beugung als 
eine Art von Reflexion zu deuten, keine allgemeine Geltung 
beanspruchen und sie daher keineswegs zur Klärung prin- 
zipieller Fragen verwenden. 


Wir wollen hier noch die Frage streifen, inwiefern man 
bei den exakten Lösungen der Beugunsgprobleme ähnliche Er- 
gebnisse erwarten kann. Man kann schon von vornherein 
darauf gefaßt sein, daß, wenn Körper aus dielektrischen oder 
metallischen Stoffen als beugende Schirme benutzt werden, 
im allgemeinen ein nur schwer überblickbarer Einfluß der 
Materialkonstanten und der Gestalt der benutzten Körper 
sich geltend machen wird. Aber selbst, wenn man das Problem 
idealisiert und aus vollkommenen Leitern bestehende Schirme 
voraussetzt, könnte ihre Gestalt die Beugungserscheinungen 
durch Reflexion des Lichtes stören, z. B. an den Teilen des 
Sehirmes, die der Kurve benachbart sind, in der der Licht- 
kegel den Schirm berührt. Um allen solehen Einflüssen aus 
dem Wege zu gehen, wollen wir nur ebene, vollkommen re- 
flektierende Schirme in Betracht ziehen, deren Gestalt, d.h. 
eigentlich Berandung, sonst beliebig sein kann. Solche Pro- 
bleme lassen sich nach dem Spiegelungsverfahren lösen, wobei 
man zur Spiegelung Funktionen zu verwenden hat, die in 
zweifachen Riemannschen Räumen eindeutig sind. Die Be- 
grenzungskurve des Schirmes bildet dann die Verzweigungs- 
linie (das Analogon zum Verzweigungspunkt in der Funktionen- 
theorie) des zweifachen Riemannschen Raumes. 


Betrachten wir andererseits die zu dem gleichen Problem 
gehörige Kirchhoffsche Lösung, so ist diese in einem unend- 
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lich vielfachen Riemannschen Raume, der die gleiche Ver. 
zweigungslinie besitzt, wie der eben erwähnte zweifache, ein- 
deutig. Sie hat aber in diesem Riemannschen Raume außer 
der Lichtquelle noch weitere singuläre Punkte.!) 

Man erkennt nun leicht, daß alle unsere Schlüsse, die 
Kirchhoffsche Lösung betreffend, an den folgenden Tatsachen 
hängen: 

1. Die Funktion, die den Vorgang darstellt, läßt sich in 
dem Bereiche, in dem wir sie physikalisch deuten, in eine ein- 
fallende und eine Beugungswelle sondern. 

2. Die Beugungswelle läßt sich in der Form (3) darstellen®), 
d. h. sie entspricht einer Wellenbewegung, die sich vom beugen- 
den Rande aus ausbreitet. 

3. Die in (3) auftretende Funktion f (s) ist so beschaffen, 
daß sie den in der Schattengrenze erforderlichen Sprung der 
Beugungswelle liefert. 

Wenn also bei den strengen Lösungen die Beugungswelle 
diese drei Bedingungen wenigstens in erster Näherung erfüllt, 
so ist damit sichergestellt, daß unsere Resultate in den Haupt- 
umrissen auch bei den strengen Lösungen Geltung bean- 
spruchen. 


1) Vgl. A. Rubinowicz, a. a. O., S. 265. 
2) Dabei soll jedoch nicht vorausgesetzt werden, daß f(s) gerade 
die in (3) auftretende spezielle Form hat. 


(Eingegangen 7. August 1923.) 
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4. Uber die Grenzbedingungen des 


Mae 


an Unstetigkeitsflächen; 
von Nikhilranjan Sen. 


Erster Teil. 

Nach Einstein ist das Gravitationsfeld durch zehn 
Differentialgleichungen definiert, deren Lösung die zehn Kom- 
ponenten des Maßtensors an einem Punkte der vierdimensionalen 
(Raum-Zeit) Welt bildet. Auf diese Weise bringt die Theorie 
von Einstein die Geometrie in engen Zusammenhang mit 
der Materie in der Welt und ihrem inneren dynamischen 
Zustand. Die Wahl der günstigen Lösung kommt dadurch, 
daß man sich in unendlicher Ferne das ungestörte metrische 
Feld der speziellen Relativitätstheorie herrschend denkt. Diese 
Grenzbedingung ist von Einstein in seiner letzten Theorie 
auch beseitigt worden. Nach seinem neueren Standpunkt 
wäre die Welt ein geschlossenes Gebilde!), das notwendig 
endlich erscheint, und die richtige Lösung der Gleichungen 
braucht außer den Stetigkeitseigenschaften keine anderen 
Eigenschaften zu haben. 

Ausgehend von dem Begriff eines stetigen Maßtensors 
im Gravitationsfelde wird es interessant sein, die speziellen 
Eigenschaften einer Fläche zu studieren, wo gewisse Un- 
stetigkeiten auftreten. Physikalisch betrachtet, können wir 
an eine mit Materie belegte Fläche denken. Es fragt sich 
jetzt, welche speziellen Eigenschaften des Schwerefeldes sich 
auf der Fläche bemerkbar machen. Auch umgekehrt kann 
man fragen, ob es mit der Materie irgendwie zusammenhängt, 
wenn das Schwerefeld sich in irgendeiner speziellen Weise 
auf einer dreidimensionalen Fläche verhält. Die Frage läßt 
sich auch anders ausdrücken. Nach der Einsteinschen 
Theorie sind alle Koordinatensysteme bei der Formulierung 
der Naturgesetze gleichwertig. Durch Koordinatentrans- 


1) A. Einstein, Sitzungsber. d. Preuß. Akad. d. Wissensch, 6. 1917. 
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formation können wir Unstetigkeiten auf einer vorgegebenen 
Fläche erzeugen, und es ist auch in manchen Fällen möglich, 
Diskontinuitäten auf einer Fläche durch Koordinatentrans- 
Dr: formation wegzuschaffen. Solche Diskontinuitäten, die durch 
Koordinatentransformation hervorgerufen werden, sind mathe- 
matischer Art ohne jede physikalische Bedeutung. Wir können 
E- aber auch an Unstetigkeiten ganz anderer Art denken, die 
Bir zZ: einen physikalischen Ursprung haben, z. B. an eine Flächen- 
dichte der Materie oder Elektrizität. Solche Unstetigkeiten 
müssen ihrer Natur nach von jeder Wahl des Koordinaten- 
systems unabhängig sein. Jetzt können wir uns die Frage 
stellen, welche von solchen Unstetigkeiten bloße mathematische 
Unstetigkeiten sind und welche einen physikalischen Ursprung 
haben. 


Diese Arbeit betrifft die Entscheidung dieser Frage, die 
noch nicht systematisch behandelt worden ist. In einer Arbeit 
von Lanczos!), die vor kurzem erschienen ist und ein anderes 
Problem behandelt, kommt einmal die Frage vor. Lanczos 
hat als Antwort einige Gleichungen aufgestellt, die sich alle 
auf ein spezielles Koordinatensystem beziehen, das nach 
ER, Lanczos eine physikalische Bedeutung haben soll. Die 
¥ Durchführung der betreffenden Transformation wird jedenfalls 
analytische Schwierigkeiten machen. In dieser Arbeit ist 
keinem Koordinatensystem ein Vorzug gegeben, und die 
Resultate sind absolut allgemein. Die Idee einer ,,metrischen 
ay Belegung‘‘ in einem Koordinatensystem, das nicht (nach der 
2 Bezeichnung von Lanczos) normal ist, wird überflüssig, und 
nach den Gleichungen (II) läßt sich unsere Frage ohne eine 
vorher erforderliche Koordinatentransformation beantworten, 


irgendeine (dreidimensionale) Fläche in unserm vierdimen- 
sionalen Raum. Definieren wir den Normalvektor » als 


(1) < (s = 1,2,3, 4 


1) Lanczos, Phys, Zeitschr. 1922. S. 539—43, 


ISCHT, 1922. D, 00 
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und legen wir ihn fest durch die weitere Bedingung ee 
(2) vv 


Wenn der Vektor an einer Stelle der Fläche einer raumartigen 
Strecke entspricht, dann muß die rechte Seite durch +1 
ersetzt werden. F ist ein Skalar und läßt sich folgendermaßen 


Ou, 


Multipliziert man die Gleichung mit »* und summiert über s, 
so hat man 


$l. 


Ox; 


wo das Vorzeichen vor der Wurzel die Richtung der Normale oe 
angibt. In dem oben erwähnten Falle muß das negative Vor- 
zeichen unter der Wurzel durch das positive ersetzt werden. 


2. 


Wir mit den bekannten Identitäten?) 
% | 


1) Tritt in einer Formel derselbe Index zweimal auf, so ist tiber 
den Index von 1—4 zu summieren. 
2) Laue, Relativitätstheorie 2. S. 203. 


ty 
(3) 
‘3 3, 4 5 
4 


an; durch Subtraktion und nachfolgende Integration über 
einen vierdimensionalen Raumteil hat man 


= [\e+m+ 


wobei d£—=Y—gdx, dz, da, da,, R = Raumkrümmung 
und H = g"' die Hamiltonsche 


m m n 
Funktion des Gravitationsfeldes bedeuten. Nach weiterer Um- 
formung der letzten zwei Glieder der rechten Seite (die tat- 
sächlich = — 2H sind) hat man die Identität in endgiiltiger 
Form 


Stellen wir uns vor, daß der Integrationsbereich unendlich 
schmal ist, und nehmen wir weiter an, daß in diesem Bereich 
die g*' alle endlich und zwar stetig sind; dann erleiden in 
diesem unendlich schmalen Raumteil die g*' unendlich kleine 


Anderungen und sämtliche Differentialquotienten sz können 


wir in diesem Bereich als endlich annehmen. Die Funktion H, 
die aus Produkten von lauter ersten Differentialquotienten 
von g;, nach 2, besteht, hat im Integrationsraum einen 


endlichen Wert. Deshalb verschwindet das Integral f Hd, 


wenn der Bereich im limes verschwindend klein ist. Nach 
den Einsteinschen Gravitationsgleichungen setzen wir jetzt 


R=xT 
ein, wobei T der Skalar sein soll, der aus dem Energieimpuls- 
tensor entsteht. Rücken jetzt die beiden Grenzflichen zu- 
einander, dann wird der Integrationsraum schmäler und 


schmäler. Nehmen wir an, daß mit der abnehmenden Dicke 
der Energieimpulstensor T;, auch zunimmt, und wenn die 
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Dieke & unendlich klein ist, wächst T zu einem unendlich 
großen Wert an, so daß lim f Td gegen den Wert TdS 
=0 


konvergiert; dabei bedeutet dS ein dreidimensionales Flächen- 
stiick, das ein Stiick der Grenze unseres Gebietes ist, und T 
eine skalare Größe, die wir die „Flächendichte‘“ des Energie- 
impulsskalars nennen wollen. Nun wollen wir die linke Seite 
umformen. Das geschieht durch partielle Integration und 
das ganze Raumintegral läßt sich in ein Flächenintegral um- 
wandeln. Durch einmalige Integration haben wir 


-9 (V 99 ey d 

dx, dz,dx,+ | —gdz, dz, dx, 

+ m\V—9 g dx dz,dz + V—-gdz, dz, dz, 
Nun sind die vier Größen 


V—gda, day day, V-gäx, day dary, 
Y-gda,da,da, 
gleich 
vedS, v,dS, , 


wobei v2, ¥3, die kovarianten Komponenten des Normal- 
vektors an einem Punkte der Grenzfläche und dS das Flächen- Pri a 
stück um diesen Punkt bedeuten. Der Beweis befindet sich ye 
im §8. Die vier Integrale auf der rechten Seite sind identisch mit En 
k ml 
fo v, ds, ds, 
und deshalb ist 


In ähnlicher Weise ist 
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Schließlich hat man von (4) ‘a 


Slor = fas 


das Integral links ist auf beide Seiten der Fläche zu erstrecken, 
Weil dies für jedes Flächenstück gültig ist, gilt an jedem Punkte 
der Fläche die Gleichung 


> wo die Indizes 1 und 2 die Differenz der Werte der Funktion 
+, an beiden Seiten der Fläche bedeuten. 

Die Funktion auf der linken Seite der Gleichung (I) hat 
eine physikalische Bedeutung. Unter der Voraussetzung, daß 
auf einer Fläche sämtliche g;, stetig bleiben, bedeutet ein 
Sprung dieser Funktion eine Flächenbelegung der Materie, 
und zwar mißt er die Flächendichte des Energieimpulsskalars. 
Bei der Abwesenheit solcher materiellen Belegung verschwindet 
F diese Funktion. Das Auftreten der Unstetigkeiten einzelner 
Ber. Differentialquotienten hat im allgemeinen keine physikalische 

Bedeutung. 
Setzt man jetzt 
(em 
so schreibt man die Gleichung (I) in der Formel =—s_— 


Nun ist T ein Skalar; deshalb muß auch die Funktion 


skalare Eigenschaften haben, d. h. diese Funktion ist in jedem 
Punkte auf einer Fläche (auf der g;, alle stetig sind) eine 
Invariante, genau wie der Kriimmungsskalar R in jedem 
Punkte des Riemannschen Raumes eine Invariante ist. 
Wenn wir uns der Gleichung R=xT erinnern, sehen wir, 
daß diese neue Invariante mit T genau in derselben Weise 
zusammenhängt wie die Krümmung R mit dem Energie- 
impulsskalar T. 

In der bekannten Schwarzschildschen Lösung für das 
Gravitationsfeld einer Flüssigkeitskugel treten die g;, auf 
der Oberfläche alle stetig auf, aber eine der ersten Differential- 
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quotienten, nämlich 9g,,/Or ist unstetig. In diesem Falle 

ist die Oberfläche durch die Gleichung 

gegeben. Der Normalvektor hat nur eine Komponente, nämlich 


v= 


1) Nach den 


zt „inf 
= 9 02, Ox, (9 ) ar), 


(4, 0, =O, 2, =?) 


ist es leicht zu sehen, daß die obige Funktion tatsächlich gleich 
Null ist. Damit ist ein Beispiel angeführt, das die Gleichung (I) 
bestätigt. 
3. 
Wir wollen jetzt allgemeine Tensorgleichungen aufstellen, 
durch die unsere Frage endgültig entschieden wird. Die all- 
gemeinen Gravitationsgleichungen lauten 


Ry = —x(Tı — 3 Gur T) (k, = 1, 2, 3, 4) 
Betrachten wir eine Komponente des Kriimmungstensors 
Weil 


1) Weil auf der Oberfliche keine Flächendichte vorhanden ist. 7'=0. 
Annalen der Physik. IV. Folge. 73, 25 


W Funktion 
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sind, kénnen wir R,, in der Form schreiben: 


Multiplizieren wir diese Gleichung mit 


(5) 


d= =V—gdx, dx. da, da, 


und integrieren über einen schmalen Raumteil, dessen Dicke 
wir im Limes verschwindend klein machen wollen, dann 
haben wir 


7 Ba, =s - 7 


wobei R,, durch — x (T,, — 4 9,, T) ersetzt worden ist. Jetzt 
nehmen wir einen Grenziibergang vor, wie im § 2, wobei die 
Dicke ¢ des Raumes verschwindend klein wird und nehmen 
an, daß damit auch der Tensor T,, so anwächst, daß der 
gegen — T,,dS konvergiert, wobei dS ein Stück der Grenz- 
fläche bedeutet. Setzen wir nun voraus, daß der Maßtensor 
in dem Integrationsraum stetig ist, so verschwinden im Limes 
& = () nach Integration, wie wir schon im Kapitel 2 gesehen 
haben, die letzten zwei Glieder auf der linken Seite. Wir 
wollen jetzt das Integral 


1 
umformen, Durch einmalige Integration nach x, wir 


_ wobei der Integrand den Wert dieser Funktion an onal 
Stiick dS der Grenzfliche bedeuten soll. Wir behaupten, 
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 V—gda, dz, dz, , V—gdz, day da,, 

V—gda, dz, dz, 

an der Grenzfläche identisch mit », dS, v,dS, »,dS, v, a8 
sind. Es seien is 
d'z,, d" x, d"z,, d™ (= 1, 2, 3, 4) 


beliebige Verschiebungen an einem Punkte. Bekanntlich stellen 
nun die vier Funktionen 


Ps, \d'x, d'z, d'z, 
V-g9 PL 2, z, y—g\a™ a, d" x, d™ 
d'zx, d's, d'z, d'z, d'z, d'z, 
d"z, | V-gld"z, d"z, d"z, 
d™ x, d™ x, PAP d™z, d™ d™ x, 


die vier kovarianten Komponenten eines Vierervektors dar.) 
Setzen wir in diesem Schema d’z,=0, i+, dann sehen 
wir, daß die vier Ausdrücke 

V-9 da,dz,da,, W—gda,da,dx,, 


sich wie die kovarianten Komponenten eines Vierervektors 
verhalten. Wenn wir jetzt zeigen können, daß in irgendeinem 
Koordinatensystem diese vier Komponenten mit den ko- 
varianten Vektorkomponenten », dS, »,dS, »,dS, »,dS 
(dS ist dabei ein Skalar) zusammenfallen, dann sind wir fertig. 
Führt man durch Transformation ein rechtwinkliges Ko- 
ordiantensystem ein, in dem in der Nachbarschaft des be- 
trachteten Weltpunktes Minkowskische Geometrie gilt, so 
besteht offenbar in diesem Koordinatensystem diese Gleichheit. 
Deshalb ist 


und ‘im ist 


ret: 


1) Laue, Relativitätstheorie 2. (2. Aufl.) 8, 55. 
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Nehmen wir auf der linken Seite von 1 eine solehe Trans- 
formation und nachher auf beiden Seiten einen Grenzübergang, 
: er wie wir es schon im $2 getan haben, vor, dann bekommen 
| wir die Gleichungen 


m ja 


die an jedem Punkte der Fläche gelten. 
x we (5) ~ 


de, 


re 


und schließlich im Limes 


Der Tensor auf der linken Seite von (II) ist deshalb symmetrisch. 
Es ist leicht zu sehen, daß im statischen Felde analog 

Gleichungen auch für zweidimensionale Flächen gelten. 

Schreiben wir eine A in der Form 


(= —Yır [%, k=1,2,9], = Yas‘ Y) 


und integrieren wir die entsprechende Gleichung iiber einen 
schmalen dreidimensionalen Raum, so erhalten wir 


1 ö a5 km 1 
She (Vi m - Vr ix (V7 m 
Vy dz, dz,dx,=— x — 
(ds = Vydz, dz, dz,) . 
Die ersten zwei Glieder auf der linken Seite geben nach 


Integration das ioe 
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Wir machen jetzt die Dicke der Schicht « unendlich klein 
und nehmen an, daß der Energieimpulstensor dabei so an- 


wächst, daß lim [You (Tir — 4 Gx: T) aS gegen — do 
e=0 


konvergiert. Die letzten zwei Glieder auf der linken Seite 
liefern bei Grenziibergang den Beitrag Null. Aus diesen Be- 
trachtungen haben wir auch in diesem Falle Gleichungen 
von genau derselben Form wie (II). 


Multiplizieren wir die Gleichung (II) mit g*' und sum- 
mieren wir nachher über k und /, so haben wir wieder die 
Gleichung (I). Wir können uns nochmals durch eine kleine 
Rechnung überzeugen, daß in der bekannten Schwarzschild- 
schen Lösung für das Schwerefeld einer Flüssigkeitskugel 
sämtliche Funktionen auf der linken Seite von (II) auf der 
Oberfläche r = a verschwinden, was wir bei der Abwesenheit 
einer Flächenbelegung auch erwarten müssen. 


Die Gleichung (I), die wir in $ 2 aufgestellt haben, können 
wir zur Entscheidung unserer Frage benutzen. Ist die linke 
Seite von (I) auf irgendeiner Fläche, wo sämtliche g,, stetig 
sind, verschieden von Null, dann ist die Fläche sicher mit 
Materie belegt. Wäre aber in einem Falle die linke Seite Null, 
dann wäre kein endgültiger Schluß daraus zu ziehen möglich. 
Das bloße Verschwinden des Skalars T kann nicht auch das 
Verschwinden des ganzen Tensors bedeuten. Es sind wohl 
Flächen möglich, wo die skalare Größe T überall verschwindet, 
aber sämtliche Komponenten 7,, brauchen darum nicht Null 
zu sein. Daher ist die Gleichung (I) allein nicht zu einer be- 
friedigenden Entscheidung unserer Frage hinreichend. Da 
kommen uns die Gleichungen (II) zu Hilfe. Die rechte Seite 
von (II) ist eine Tensorkomponente, deshalb ist das Null- 
werden von allen zehn Funktionen, die auf der linken Seite 
stehen, notwendig und hinreichend, damit die Fläche von 
einer Flächenbelegung frei bleibt. 


Gelingt es, durch Transformation ein Koordinatensystem 


zu finden, in dem die Gleichung Y—g=1 erfüllt wird und 
außerdem der Maßtensor auf einer Fläche stetig erscheint, 
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so reduziert sich in diesem Koordinatensystem die Gleichung (IT) 
in der einfachen Form 


®) y= 1,2, 3,4). 


Bei der Abwesenheit der materiellen Belegung auf der 
Fläche gelten die Gleichungen 


(8) 0 = 1,2, 3,4). 
Die Gleichungen (8) bedeuten ferner, daß die zehn Größen 


(k,l = 1, 2,8,4) sich gegenüber allen Koordinaten- 
transformationen 
V¥—g=1 (oder im allgemeinen für V¥—g= konst.) 


wie die kovarianten Komponenten eines Tensors verhalten, 
und jede Komponente läßt sich durch die Komponenten des 
Normalvektors » und die vier Funktionen er (s = 1, 2, 8, 4) 
zusammensetzen. 

Aus den Gleichungen (8°) können wir einen weiteren 
Schluß ziehen. Hier haben wir zehn lineare Gleichungen 
unter »,, %,, vg und »,, deren Koeffizienten aus den Sprüngen 
der Werte der Klammerfunktionen auf der Fläche bestehen. 
Wenn diese Koeffizienten nicht alle verschwinden, können 
höchstens drei von diesen Gleichungen linear unabhängig 


werden. Von den 40 Funktionen 1% } können wir höchstens 


12 so wählen, daß jede andere von den übrigen 28 Funktionen 
sich linear in drei von den 12 ausdrücken läßt. 

Zum Beispiel mögen 
drei Gleichungen sein, die voneinander unabhängig sind und 
sich nicht zu der trivialen Relation 0 = 0 reduzieren lassen. 

Dann ist im allgemeinen 


(m sei 1, 2, 3 oder 4, kl besteht aus jeder Kombination von 
1, 2, 8, 4; «9, a9... sind Konstanten, die von % und | 
abhängig sind, und «,*9 =a," ... usw.). Es ist offenbar 
möglich, daß diese 12 Funktionen sich weiter zu 8 oder 4 
reduzieren lassen. Jedenfalls können auf einer Fläche, die 
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von einer Flächenbelegung frei ist, höchstens 12 von den 
40 Funktionen 7} eine Basis bilden, durch welche die 
anderen linear ausgedrückt werden können. Diese Eigenschaft 
ist charakteristisch in diesem Koordinatensystem (Y —g= konst.). 


Anders verhält es sich im allgemeinen Koordinatensystem, 


ie man gleich aus (II) erfährt. 


Eine kleine Anwendung der Gleichung (II) liefert einen 
interessanten Schluß. Denken wir uns ein statisches Gravi- 
tationsfeld, in welchem 9,4; 924; 93, verschwinden und g,, eine 
gegen alle Transformationen von z,. 22, 7, skalare Größe ist, 
so gilt in diesem Felde die Formel rc 

dr? — V2dt® — ds? (a = V2) 
und ebenfalls die Gleichung?) maid 


y, kann man im statischen Felde immer gleich Null setzen. 
Setzt man in die allgemeine Gleichung 
7 j m)* kl! 


—k=4, dann, weil 


m | 


= 


ist, liefert die obige Gleichung fiir gq = k = 4 Pe 

Nach unserer Voraussetzung, daB V auf der  Fliche stetig 
ist, weist diese Gleichung auf die Stetigkeit des Differential- 
quotienten 2 V/d» (d.h. von 094,/0¥v) bei der Abwesenheit 
einer Flächenbelegung hin. Man sieht auch bei einer Massen- 
verteilung auf der Fläche, daß 9 9,,/8» einen Sprung erleidet, : 
weil nun die rechte Seite notwendig von Null verschieden ist. =; 

In dieser Betrachtung haben wir die g,, alle auf der Fläche 
stetig angenommen. Die Möglichkeit, daß stets ein Koordinaten- 


1) Laue, Relstivitätstheorie 8. 8.182. - 
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system gefunden werden kann, in dem g,, auf einer Fläche 
stetig bleibt, kann folgendermaßen bewiesen werden. Denken 
wir uns einen unendlich kleinen Raum (zwischen zwei benach- 
barten Flächen), in welchem die Gravitationsgleichungen erfüllt 
werden. Wie wir das Koordinatensystem zweckmäßig wählen, 
wird weiter unten erläutert. Wenn in diesem Koordianten- 
system g,, unstetig ist und die zwei benachbarten Flächen 
im Limes zusammenfallen, so können wir zeigen, daß die 
Flächendichte unendlich groß wird. 


Br ie Im statischen Felde haben wir die Gleichung!) ‘ 


V div grad V = x (Ty, — 494 T) 


in allen Koordinatensystemen. Die linke Seite können wir 


folgendermaßen umformen : 


YW div grad V = div (V grad V) — (grad® V grad, V) 
= div (V grad V) — (grad 


Integrieren wir jetzt diese Gleichung über den unendlich 
schmalen Raum, wie oben erwähnt, so ist 


| (Tu T)dz. 
Wir wählen nun das Koordinatensystem derart, daß dz, einer 
Verschiebung normal zu der Fläche und dz,, dz, Verschiebungen 
auf der Fläche entsprechen. Nehmen wir an, daß V an dieser 
Fläche unstetig ist. Weil V in einem unendlich kleinen Raum 
eine endliche Änderung erleidet, muß im Zwischengebiet dV /d2, 
einen unendlich großen Wert erreichen. Wir nehmen an, daß 
die anderen Differentialquotienten 9 V/d 2,, 8 V/@ x, in diesem 
Raume endlich bleiben. Das erste Integral ist 


9 div(V grad = IV —dS. 
Nun ist 
(grad = grad, V grad" V 
+7" (gx) + 
(Vix — a, k= 1, 2, 3). 


1) Laue, Relativitätstheorie 2. S. 183, 


die Bezeichnungen von Laue benutzt worden. ee 


hee. 


In diesem Kapitel sind 
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In diesem Ausdruck ist das erste Glied y!! (sx) 
in einem Teile unseres Gebietes eine unendlich große Größe 
zweiter Ordnung (wenn wir 9V/dx, unendlich groß von 
erster Ordnung annehmen), und die übrigen sind höchstens 
von der ersten Ordnung unendlich, weil in ihnen 9V/dx, 
höchstens einmal vorkommt. Nun betrachten wir das Integral 


| 

(d= > = V7 dz, dz, dz,). at? 

Die y'* setzen wir alle endlich voraus. Da in unserem onesie = 


Gebiet oY an, im Limes endlich ist, so muß (sz) dz, 
1 

mindestens unendlich groß erster Ordnung sein. Angenommen, 

i sei der kleinste Wert von y! Vy in dem — Au ist 


(9c) few (3 ox) dz, dx, da 


BETEN 


von derselben Größenordnung wie 


af y dz, 


da y!! Vy beständig sein Vorzeichen behält und das Produkt 

dz,dz, proportional dem Inhalt des Flächenstücks dS ist. 

Auf der rechten Seite nehmen wir einen Grenzübergang vor, 

in dem die Dicke & der Schicht zwischen den Flächen un- 

endlich klein wird, aber der Energieimpulstensor so anwächst, 

daß lim | (Ty, — 394 T) dX gegen T,,dS konvergiert, worin 
e=0 


Z,, eine Komponente des a und dS ein Stück 


der Fläche bedeuten. > betrachten wir als gegeben; 
2 
es ist also notwendig auch endlich. Der Integrand (3 da, 
in (9c) ist unendlich groß. Aus den anderen Gliedern der 
Reihe (9b) erhält man auch alle anderen Integrale, deren 
Integranden jedoch endliche Größen sind. Wenn wir jetzt 
die Integration von (9) auf ein unendlich kleines Flächenstück 
beschränken und den oben erwähnten Grenzübergang vor- 
nehmen, dann muß &,, einer unendlich großen Flächendichte 
entsprechen. Damit ist unsere Behauptung bewiesen. 
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Wir wollen in diesem Kapitel zwei Transformationen 
behandeln, die einige Eigenschaften der Gleichung (II) zum 
Vorschein bringen. Wir werden zeigen, daß jedes von den 
zwei Gliedern, die durch Zusammensetzung den Tensor auf 
der linken Seite von (II) bilden, sich gegen Transformationen 
einer speziellen Art wie die Komponenten eines Tensors verhält. 

Die Transformation der Klammerfunktion von einem 
Koordinatensystem zum anderen ist bekanntlich gegeben 
durch die Christoffelsche Formel 


Ot, Ox, 8 Oa, 


Multipliziert man diese Gleichung mit @ 2,'/@ x, und summiert 
über 7, so hat man 


a 
& 
& 
o 
tee See 
+ 


ist. Die Funktionen im neuen Koordinatensystem lassen sich 


einfach durch die Formel (A) berechnen. Multipliziert man 
aber die erste gern mit », und summiert über I, so hat man 


weil 

ist ° 


Auf einer Fläche nehmen wir eine solehe Transformation 
vor und beschränken uns hier und im folgenden auf diejenigen 
Fälle, in denen die ersten und die zweiten Differentialquotienten 
der ungestrichenen Koordinaten nach dem gestrichenen (d.h. 
Ox,/Ox,',... auf der Fläche stetig 
bleiben. Wenn wir übrigens die g,, auf der Fläche auch stetig 
annehmen, dann werden die Komponenten des Normalvektors v 
an den beiden Seiten der Fläche dieselben Werte haben jedoch 
mit umgekehrten Vorzeiehen. Bilden wir die Differenz der 
Gleichungen (B) an den zwei Seiten der Fläche, so fällt das 
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erste Glied an der linken Seite von (B) fort und wir haben 
endlich 


Betzt man jetzt 
= 
A „= I, N 


ein, so nimmt die Gleichung (C) die Form an | Frohe 

Bu 255 8 
Die Funktion 1 a v, transformiert sich wie die kovarianten 
Komponenten eines Tensors zweiten Ranges. Folglich bilden 
die zehn Größen 


einen symmetrischen Tensor zweiten Ranges. Dieses Glied 
steht auf der linken Seite von (II). Multipliziert man die 
Gleichung (C) mit g,, und summiert über «, 8, so hat man 


\ aß’ Per ik ik R 
wenn man der ‚Gleichung 


sich erinnert. Die Funktion 


g* | r} 


2 
verhalt sich wie ein Skalar, was auch aus der FE 


unmittelbar folgt. 


Setzt man nun £ = # in die Gleichung (A) ein und summiert 
über 8, so hat man 


onen § s 
2 
; 
58 
52/02, sJ az,’ 


Bildet man wie vorher die Differenz aus den Werten an beiden 


Seiten der Fläche, so ist 
«Bl! fis)! 
2 (E) 0x, 
Die vier Funktionen 


(summiert über ß) u Er sich wie die kovarianten 
Komponenten eines Vierervektors. Wenn wir jetzt die Glei- 


chang (E) mit »,’ multiplizieren, dann haben wir 


(F) Je 8 On,’ 4 
weil 


ist. Die linke Seite (F) ist offenbar ein Tensor zweiten Grades 
und das ist das zweite Glied der Gleichung (II). Tu: 


i. 


Eres Die vorhergehenden Betrachtungen haben wir alle auf 
Grund der folgenden Gravitationsgleichungen 


ome T) (a, = 4, 3. 8, 4) 


angestellt. Um die Schwierigkeiten der Grenzbedingungen 
und die anderen, die aus astronomischen Betrachtungen hervor- 
gehen, zu umgeben, hatte bekanntlich Einstein diese Glei- 
_ chungen durch Hinzufügung eines A-Gliedes ergänzt. Die 
neuen Gleichungen lauten 


Es ist leicht zu erkennen, daß diese Änderung unsere 
Betrachtungen nicht stört, und daß alle Gleichungen, die 
wir in den vorigen Kapiteln aufgestellt haben, ihre Giiitig- 
keit behalten, auch wenn wir uns auf diesen neuen Stand- 
punkt stellen. Der Beweis ist leicht zu führen. Das 2-Glied 
enthält g,,, das überall in unserem Integrationsraum endlich 
ist. Dieses Glied liefert immer den Beitrag Null, wenn wir 
das Integrationsgebiet im Limes verschwindend klein machen. 
Ferner sind die Identitäten, die wir Anfang des $2 benutzt 


k = 1, 2, 3, 4). 


u 


SEN haben, unabhängig von der Form der Gravitationsgleichungen, 
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and deshalb bleiben die Betrachtungen dieses Kapitels auch 
in diesem Falle bestehen, nur miissen wir jetzt die Relation 
R=xT durch die neue R-44=xT ersetzen. Dadurch | 
wird unser Endresultat keineswegs gestört. Folglich sind 
unsere Grenzbedingungen (T), (II) auch für die kosmologischen 
Gravitationsgleichungen von Einstein gültig. 


Im ersten Teile haben wir bei unseren Betrachtungen 
immer die Stetigkeit des Maßtensors vorausgesetzt. Es ist 
aber klar, daß es immer möglich ist, eine Unstetigkeit der 
g, auf einer vorgegebenen Fläche durch Koordinatentrans- 
formationen zu erzeugen. Die umgekehrte Frage, ob und 
wie sich eine vorgegebene Unstetigkeit auf einer Fläche be- 
seitigen läßt, ist viel schwieriger zu entscheiden. Wir halten 
aber unsere Voraussetzung aufrecht, daß der Maßtensor im 
Gravitationsfelde und auf einer materiellen Fläche stetig ist. 
Dabei wird aber nicht behauptet, daß man in bezug auf ein 
gegebenes Koordinatensystem den Maßtensor auf einer 
materiellen Fläche ohne weiteres stetig annehmen darf. 
Welches die berechtigten Koordinatensysteme sind, in denen 
der Maßtensor auf einer gegebenen Fläche stetig erscheint, 
darüber kann man von vornherein nichts aussagen. Wir 
geben im folgenden ein Beispiel. Das Gravitationsfeld einer 
Flüssigkeitskugel von konstanter Dichte ist von Schwarz- 
schild berechnet worden. Benutzt man hier das übliche 
Koordinatensystem (r, 9, @, t), so kommt der Maßtensor auf 
der Oberfläche der Kugel stetig heraus. Wenn wir aber anstatt 
der Kugel eine Kugelschale, die mit Materie belegt ist, be- 
trachten, dann ist es nicht ohne weiteres klar, daß die 9;. 
auch in diesem System (r, 9, p, t) auf der Schale stetig bleiben. 
Wir werden später sehen, daß es tatsächlich nicht der Fall 
ist. Unsere Aufgabe in diesem Teile wird sein, das Gravitations- 
feld einer solehen Kugelschale abzuleiten und unsere Behauptung 
zu beweisen. Bei diesem Beispiel werden wir auch das Gravi- 
tationsfeld einer Flächendichte haben, und damit auch eine 
Gelegenheit für die Anwendung unserer Gleichungen des 
ersten Teiles. Es kann schon an dieser Stelle bemerkt werden, 
daß der Maßtensor auf der Schale wirklich stetig ist, und die 


u Zweite 
. 
4 
auf 
3, 4) 
igen 
vor- 
zlei- 
~ 
Die 
> 
4 Sara 
sere 
die 
itig- 
and- 
11; 
tlied 
. 
llich 
wir 
hen. 
u 
igen, 


Unstetigkeit, die in dem speziellen Koordinatensystem (r, 9, 
erscheint, kann leicht durch Koordinatentransformation auf- 

Um zu unserem Ziele zu gelangen, miissen wir erst die 
kugelsymmetrische Lösung der Gravitationsgleichungen etwas 
näher betrachten. Wir wollen aber anstatt der Flüssigkeits- 
kugel mit konstanter Dichte die ganz allgemeine kugel- 
symmetrische Lösung der Gleichungen im statischen Falle 
für den allgemeinen Energieimpulstensor T,, (so weit er von 
der Kugelsymmetrie nicht modifiziert ist) betrachten. 


Wegen der Symmetrie um den Nullpunkt hat das Linien- 
element die Form 


ds? = q,di? — g, dr? — — r?sin? 


wo g, und g, nur von r abhängen können. Hier sind 


e=—r, = —r’sin?d, 
sin? d, 
1 1 1 1 
9 g 9 sing’ 


Ij = "=0 i+k. 


In diesem Falle haben die Tensorkomponenten R,,") folgende 
Werte: 


2% 49, 49,9% rg,’ 2 291% 29,° 9ı 
Rss =+ R,, sin? #, 
9° 9s R 0 . k 
„= i 
2% + 49: 9% + 49,7 rg,’ + 


worin die Striche alle Differentialquotienten nach r bedeuten. 


Jetzt substituieren wir die Werte von R, in den Glei- 
chungen 


Ry = —* (Tix —4 9x T) (i, k = 1, 2, 8, 4); 


1) Diese sind schon von H. Bauer in seiner Arbeit: Kugelsym- 
metrische Lésungssysteme der Einsteinschen Feldgleichungen usw. 
(Sitzungsber. d. Akad. d. Wissensch. in Wien, Math.-naturw. Kl. Ila 127. 
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weil nun g, =0, R,=0, wenn 1+ k ist, haben wir auch 
T, = 9 fir 1+ k. Es sind nur die vier Komponenten T 
To, T'33, Tja von Null verschieden. Auch ist 


Pin = Gir Ti (i, k = 1, 2, 8, 4) 


il? 


= Inn (n 1, 2, 3, 4) 
und der Shaler 


T =g* Ty = + T,? + 


Für i =k haben wir die Gleichungen 
gs * Ys 
g g g R 
rg, 1 
xr? (T,2—4 T) = 4 xr? TY). 


(4) Ra= sin? = — x(T'33 —493 T) =r? sin? —$T) . 
Von (8) und (4) hat man durch Vergleich 

(5) T?=T,, 

welche eine notwendige Bedingung der Kugelsymmetrie ist. 


Deshalb ist T=T+272+ Ti. 


Von den Gleichungen (1) 
durch Addition 


und (2) — hat man 
1 


% 1 4 
Die Gleichungen (6) und (3) liefern weiter is cat mund 
9," 1 1 i 


Diese Gleichung läßt sich leicht integrieren. Durch Integration 
hat man 
(8) -6+ 2dr, 


worin C eine Konstante ist. 


PO 
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tae ees Von (7) und (8) durch Elimination von g,’ hat man 


(9) = —(g, —1)—xrg,T,) 


I 


oder durch Integration 
(10) Ing, = —l)-—2rg, (C’ = const} 


Um die Beziehung zwischen T,? und den anderen Größen 
aufzustellen, benutzen wir die Impulsgleichungen 
1 ö 


(Y=3 - = 0 


welche in diesem Falle die Form 


@= 1, 2,3, 4), 


OT; ; HlogV- ö log V Imm 
annehmen. Die Gleichung ist über m zu summieren. Setzt 


man in dieser Gleichung i = 1, so hat man nach einer kleinen 
Rechnung 

1720 

Man kann sich leicht überzeugen, daß durch Substitution 
der Werte von T,', T,?, dT,1/dr und T,! von (1), (2) und (8) 
die Gleichung (11) identisch erfüllt ist. Das muß notwendig 
so sein, weil die Energiegleichungen durch Elimination aus 
den Gravitationsgleichungen folgen. 

(8), (10), (11) stellen eine vollständige Lösung der Gravi- 
tationsgleichungen im statischen Felde, das sich um den Null- 
punkt kugelsymmetrisch verhält, dar. Die Spannungskom- 
ponenten!) T,!, T,?, T,® und die Energiedichte 7,‘ müssen 
dabei so gewählt werden, daß sie diese drei Gleichungen er- 
füllen, sonst ist kein solches Feld möglich. Man kann ent- 
weder T,! und T,?* beliebig gegeben denken, dann von (8) 
und (10) g, und g, berechnen und nachher durch Substitution 
in (11) den Wert von T,? finden, der nötig ist, um das Gleich- 
gewicht des kugeisymmetrischen Feldes zu gewährleisten, 
oder wenn man T,! und T,? gegeben denkt, hat man erst von 
(8) g, zu bestimmen und dann nach der Elimination von g,'/% 
aus (9) und (11) die neue Differentialgleichung zu lösen, um 


1) Eigentlich sind die Spannungskomponenten und die Energie- 


dichte durch Multiplikation mit //g erhalten. 
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die notwendige Spannungskomponente T,! zu bestimmen; die 
Gleichung (9) liefert dann g,. Andere Fälle lassen sich auch 
durch diese drei Gleichungen entscheiden. Man hat die 
Integrationskonstanten so zu wählen, daß einige Stetigkeits- 
bedingungen erfüllt werden und die Lösung sich in nicht 
singulären Punkten regulär verhält. 


2. 


Einige Spezialfälle wollen wir jetzt 

I. Es seien T,!=0, T2=0, T,*=0, aber 7,4 + 0. 
Mit dieser Annahme ist es unmöglich, die Gleichungen (8), 
(10), (11) zu erfüllen. Kein statisches Feld mit Kugelsymmetrie 
ist möglich. Diese Tatsache ist schon bekannt. Erst wenn 
man ein A-Glied zu den ursprünglichen Gravitationsgleichungen 
hinzufügt, ist eine Lösung mit dieser Annahme möglich. 

Il. Es seien T,'=T,?=T,2—=—TA=0. Es handelt 
sich um die Lösung im Felde, wo keine Materie vorhanden 


ist. Von (8) hat man 


wo « eine Konstante ist; und nachher von (10) hat man 


a+r 


pr’ 


Die Gleichung (11) wird jetzt identisch erfüllt. Wir 
schreiben das Linienelement in der Form 


ds? = de — —— dr? — — Fd 


Ersetzt man jetzt —_ durch eine neue Variable, die wir 


wieder aus Bequemlichkeit ¢ nennen wollen, so hat man die 
bekannte Schwarzschildsche Lösung für das Gravitations- 
feld um einen Massenpunkt. Wie die Spannungskomponenten 
und die Energiediehte innerhalb der Materie beschaffen sein 
mögen, im unendlich ausgedehnten Felde gilt immer die Formel 
für das Linienelement 


(12) ds? = (14 <) dr? 


r 


— 


Aunalen der Physik. IV. Folge. 78. 


worin f;2ine Integrationskonstante bedeutet. 
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Ehe wir zu unserer eigentlichen Stetigkeitsfrage zurück- 
kommen, wollen wir noch einen Spezialfall betrachten. 


t 
III. Es seien T,!=0 und . Von (8) 
haben wir 


wo «’ eine Integrationskonstante ist und k noch eine andere 
Konstante, die von der Konstante in T,* abhängt. Die In. 


tegration von (10) liefert Bart: a 
= —l@+kn!k, 


ß sei eine neue Integrationskonstante. So ist in der Materie 

ds? = (+ de — r?d9? — r?ein? dg’. 

Ist die Lösung im Nullpunkte singularitätsfrei, so sind 
«=0 und k<1. 

Dann wird unsere Formel 


1 
(13) | ds? = B Vk rt dee dr?— redid — r? sin? tdg? 
(k <1). 
Die Gleichung (12) gilt im Felde und (13) in der Materie. Wenn 
wir die Stetigkeit der g, und g, auf einer Fläche r«,\r, ver- 


langen, haben wir die weiteren Bedingungen unit 


r 


1 
(1 +) 
Diese Gleichungen bestimmen die Konstanten « und ß; k ist 
dann die einzige Konstante, die in unserer Formel unbestimmt 
bleibt. Doch ist k schon in T,* enthalten. 

Es ist hier interessant zu bemerken, daß nach unserer 
Annahme T,! im Nullpunkte unendlich groß sein muß. Soll 
g, überall endlich bleiben, so muß im Nullpunkte, wo T; 
unendlich groß ist, g, verschwinden. 

Das Linienelement des Streckenraumes hat die Maß- 


bestimmung 


do? = dr? + 
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Die euklidische Geometrie gilt in diesem Raume nicht. 
T,? kann man aus (11) berechnen. Im Nullpunkte wird T,? 
unendlich groß. 


Der Fall T,!=0, Te ist interessant, weil in 
diesem Falle T,? im Nullpunkte endlich bleibt. Hier hat 
man im allgemeinen 
Wenn «’+ 0 ist, kann man leicht durch Integration von Ber 


(10) zeigen, daß g, notwendig i im Nullpunkte einen unendlich 
großen Wert annehmen muß. Um eine singularitätsfreie Br 
Lösung zu finden, setzen wir erst « =0. Dann hat man im 
durch Integration von (10) 


3 
und T,? berechnet sich wie durch die | Gleichung 


kr 

i+kr 
und im Nullpunkte ist 7,? endlich. Erinnern wir uns an die 
Tatsache, daß wir im Falle der Flüssigkeitskugel T,* gleich c? 6, 
also proportional der Massendichte zu setzen haben; wenn 
wir uns jetzt erlauben, diese Annahme auf diese zwei Fälle 
zu übertragen, so sind diese beiden Beispiele interessant in 
dem Sinne, als wir hier mit zwei Fällen zu tun haben, wo in 
der unmittelbaren Nähe von unendlich großer Massendichte 
die Lichtgeschwindigkeit, vorausgesetzt, daß sie endlich ie 


notwendig verschwinden muß. 


Kehren wir jetzt zu der Gleichung (7a) zuriick und in- 
tegrieren wir diese Gleichung über einen Raumteil zwischen 
zwei benachbarten Flächen r = const, zwischen denen Materie 
enthalten ist. Es seien diese Flachen r = a undr = a — e. 
Dann hat man 


ate 


rück- 
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Nun machen wir im Limes e=0. Ist T,* im Zwischenraum 
endlich, so muß das Integral verschwinden und g, auf der 
Fläche r = a stetig sein. Nehmen wir T, in diesem Raume 
unendlich groß an, so erleidet g, auf r = a einen Sprung, und 


zwar ist < 
(14) (+) (=) =—a'p, 


angenommen ist. Nun integrieren wir die Gleichung (9) 
zwischen denselben Grenzen. T,!, das bis auf einen Faktor 
mit einer Spannungskomponente gleichwertig ist, nehmen 
wir als endlich an.!) Weil g, auch endlich ist, bleibt der ganze 
Ausdruck auf der rechten Seite von (9) endlich, und das In- 
tegral im Limes e = 0 verschwindet. 

Deshalb bleibt g, auf r=a stetig, oder 


(15) (Ja) — (Gs) 
In unserem speziellen Koordinatensystem bleibt bei der 
Anwesenheit einer Flächenbelegung g, auf der Fläche stetig, 
doch erleidet g, einen Sprung, der durch die Gleichung (14) 
gegeben ist. Wenn keine Flächenbelegung vorhanden ist, 
sind beide g, und g, stetig. Es ist zu beachten, daß in diesem 
Koordinatensystem @g,/@r immer an der Grenze zwischen 
der Materie und dem Felde einen Sprung erleiden muß. Das 
folgt unmittelbar aus der Gleichung (7), wenn wir uns er- 
innern, daß bei der Abwesenheit einer Flächendichte g, stetig ist. 
7 yh 4, 


Jetzt sind wir bei unserer eigentlichen Frage angelangt, 
das Gravitationsfeld einer Flichendichte auf der Kugelfläche 
zu behandeln. Außerhalb der Fläche (r >a) muß die Maß- 
bestimmung durch die Gleichung (12) gegeben sein. Im ge- 
schlossenen Raume (r < a) muß auch die Lösung dem Falle II, 

1) Diese Tatsache ist auch von Weyl in seiner Arbeit: Bemerkung 
über die axialsymmetrischen Lösungen der Einsteinschen Gravitations- 
gleichungen (Ann. d. Phys. 59. S. 188. 1919) zum Ausdruck gebracht. Er 
zeigt, daß, wenn die Massendichte unendlich klein erster Ordnung ist, 
dann sind dıe Tensorkomponenten von zweiter Ordnung unendlich klein. 
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d.h. T,} = T,? = T,? = T,4 = 0 entsprechen, weil innerhalb 
der Kugel keine Materie vorhanden ist und eine vollständige 
Kugelsymmetrie um den Nullpunkt besteht. Wir setzen die 
allgemeine Lösung in dem Falle II voraus und schreiben 


und 


de = (14 *)ae— _ für r>a. 
r a 
(+5) 
r 
Um eine Lösung zu haben, die im Nullpunkte singularitäts- 


frei ist, müssen wir im allgemeinen «’ = 0 setzen. Von der 
Stetigkeitsbedingung (15) auf r = a haben wir 


Der Sprung in g, berechnet sich von (14) wie 
a= —uaR. 


Jetzt können wir die Maßbestimmung in endgültiger 
Form schreiben. 


ds?= (1 — na)di? — dr? — — r? sin? Fdg? 


für r<a; 


Innerhalb der Kugel gilt die euklidische Geometrie, und 
die Lichtgeschwindigkeit ist konstant. Auf r= a sind alle 
9x stetig mit Ausnahme von g,,, welehes sich sprunghaft 
ändert. Es fragt sich, ob diese Unstetigkeit wirklich ist, mit 
anderen Worten, ob diese Unstetigkeit der Maßbestimmung 
auf r = a eine Flächendichte auf dieser Fläche charakterisiert. 
Wir haben in unseren ersten Betrachtungen vorausgesetzt, 
daß die Maßbestimmung auf jeder Fläche stetig ist. Wenn 
das richtig bleiben soll, müssen wir zeigen, daß die Unstetig- 
keit in diesem Falle nur scheinbar ist und durch Koordinaten- 
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ig transformation aufgehoben werden kann. Das läßt sich aber 
‚leicht machen. Die Maßbestimmung im Gebiet r <a bleibt 
; bestehen, wir führen aber ein neues Koordinatensystem für 
Er das AuBengebiet ein. Es sei gegeben durch die Gleichungen 
\ 
e=r+fr—a), 


wo f irgendeine Funktion von (r — a) ist, die für r =a ver- 


schwindet; d.h. 
f(0) =0. 


sat Dann ist auf der Fläche r=a auch o=a. Also sind die 


ahi Koordinatensysteme auf der Schale vollständig stetig. Durch 
ar 4, Umkehrung der Beziehung zwischen o und r schreiben wir 


er sie in der Form r= y (9), so daß auf r=a auch y = a ist. 
Die zweite Gleichung von (16) transformiert sich so: 


v(o 
— — sin? 


= a? u 


Soll die en auf r = a stetig bleiben, so muß man 


B 1 (1 —a =1, # 


setzen. f kann irgendeine Funktion sein, die die beiden Be- 
_ dingungen (I) und (II) erfüllt. Damit ist eine Transformation 
gefunden, die die Maßbestimmungen (16) auf r=a stetig 
macht. 
su: Um die Richtigkeit unserer Gleichung (I) des ersten 
Teiles zu prüfen, wollen wir die obige Lösung, die sich jetzt 
auf der Fläche r=a stetig zeigt, in diese Gleichung sub- 
_ stituieren. Es soll zuerst die linke Seite von (I) im allgemeinen 
verschieden von Null sein; zweitens soll sie auch einen Wert 
annehmen, der ganz unabhängig von der Wahl des Koordinaten- 
systems ist. Um beides mit einem Schlage zu beweisen, wollen 
wir anstatt der obigen speziellen Transformation eine etwas 
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allgemeinere Transformation vornehmen. Wir ee 
eine Koordinate nach der Gleichung 


Die Maßbestimmungen (16) haben jetzt die Form 


ds | )at (1-24) do? — x? — y?sin? ddp? 
x fir r>a, ER 
ds? = (1 — au) di? — y'*do* — x?dd9? — y?sin?d dp? für <a, 


worin x’ = $2 ist. Damit die Maßbestimmung auf r = a 


stetig bleibt, haben wir zu setzen 


a? 
Ka+0 = XYa-0=— 4, (1-4 o=(1 Xa-0 
a+0 


wobei %.+0> %a+o die Werte der Funktion x (eo) und ihr 
Differentialquotient dy/d0 fir r=a+elimse=0 und 
desgleichen y,-09, X.-o die entsprechenden Werte fiir 
r =a —é limes — 0 bedeuten. 

Die Kugelschale ist gegeben durch die Gleichung eae 


F 


Fang) —o=6. 


Die Komponenten des Normalvektors sind wie früher 


Wir haben daher den Wert von De ER 
km kl 


zu Sisson: Hier ist der Index s auf der linken Seite von (D) 

durch 1 ersetzt worden. Wenn wir uns erinnern, daß in unserem 
Falle g°°g,.=1 (über « nicht zu summieren) ist, können 
wir leicht zeigen, daß dieser Ausdruck der Funktion 


1 89% , 1 , 1 | 
= + I + Is a+0 
— \ de de Gua de 
gleich ist. Nun ist 
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Durch Gebstitution hat man die linke Seite der Glei- 
chung (I) gleich 


Vi-au 


was vollständig unabhängig von der Funktion y, also der 
Wahl des Koordinatensystems, ist. So haben wir auf der 
— 


Die Tensorkomponenten T,, lassen sich leicht aus der 
Gleichung (IT) berechnen. Sie enthalten die Funktion y und 
hängen natürlich von dem Koordinatensystem ab. Eine 
Bemerkung über den Wert von au. Weil g,, immer > 0 sein 
muß, darf au niemals den Wert 1 erreichen. Aus der Glei- 
chung (17) können wir etwas weiter schließen. Im allgemeinen 
wird die linke Seite verschieden von Null sein. Verschwindet 
aber T, so hat man nach einer kleinen Rechnung 


u=0 a die Abwesenheit einer Flächendichte bedeuten; 


au = § ist der kritische Wert, bei dem die Panera T, 
ihr Vorzeichen wechselt. 
5. 
Die Resultate des zweiten Teiles sind alle auf Grund der 
Gleichungen 
Ru = —* (Tux —43 Gir T) (i, k = 1, 2, 8, 4) 


_ Entsprechend der Gleichungen (6) und (8) haben wir jetzt 


gewonnen. Nehmen wir jetzt auf das A-Glied Rücksicht, so 
werden unsere Betrachtungen nur unwesentlich verändert. 
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(6) + = — — 7,4), 


% 2. 2 1 


Diese liefern folgende Gleichungen fiir g, und g,, die nun 
natürlich von A abhängen: 


Die Gleichungen (14) und (15) des Kapitels 8 werden gar 
nicht geändert. Alle anderen Änderungen sind unwesentlich. 
| 
Erster Teil. 


Kapitel 1, 2 und 8. Aufstellung der Grenzbedingungen 
des Schwerefeldes an einer Fläche, wo der Maßtensor stetig 
erscheint. Die Frage, ob auf einer solchen Fläche eine Flächen- 
dichte vorhanden ist, wird durch die Gleichungen (II) ent- 
schieden. Diese Gleichungen liefern auch die notwendigen 
und hinreichenden Bedingungen. 

4. Betrachtung der Gleichungen in einem speziellen 
Koordinatensystem. 

5. Beweis für den Satz, daß im statischen Felde g,, 
immer stetig ist (Unstetigkeit jeder Art kann durch Koordinaten- 
transformation aufgehoben werden) und 9g,/d» auf einer 
materiebelegten Fläche einen Sprung erleidet. 

6. Betrachtung der zwei Tensoren, die mit dem Tensor 
in der Gleichung (II) zusammenhängen. 

7. Die Hinzufügung des A-Gliedes zu den Gravitations- 
gleichungen ändert die Gleichungen (I) und (I) nicht. 


Zweiter Teil. 


1. Die kugelsymmetrische Lösung der Gravitations- 
gleichungen im statischen Felde für beliebigen Energieimpuls- 
tensor. 

2. Betrachtung der Lösung in einigen speziellen Fällen. 
Zwei Beispiele sind angeführt, wo in unmittelbarer Nähe 
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der unendlich großen Massendichte die Lichtgeschwindigkeit 
(vorausgesetzt, daß sie endlich bleibt) verschwindet. 

3. Grenzbedingungen an einer materiebelegten Kugel- 
schale. 

4. Das. Schwerefeld einer Kugelschale. Berechnung der 
Flächendichte und der Spannungskomponenten aus den Gr 
bedingungen (I) und (II) des ersten Teiles. Be 

5. Die Gleichungen mit dem A-Glied. ER 2 

Es ist mir eine angenehme Pflicht, Herrn Professor 
Dr. Laue für die bereitwilligst gewährte Anregung und För- 
derung dieser Arbeit meinen aufrichtigsten Dank auszusprechen, 


(Eingegangen 14. August 1923.) 


Dissertation zur Erlangung der Doktorwiirde der Philosophischen 
Fakultät der Friedrich Wilhelms-Universität Berlin. 
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5. Die Rolle des Standorts in der - Relativitätstheorie. _ 
Eine Antwort auf die Kritik des Hrn. A. nn x 


RAR von A. H. Bucherer, Bien 


Ich bin Hrn. A. Wenzl zu Dank verpflichtet, daß. er 
meine Auffassung von der Rolle des Beobachters in der Rela- 
tivitätstheorie einer sachlichen kritischen Erörterung unterzieht. 
Es sei mir gestattet, folgendes dazu zu bemerken.?) 


Die Veranlassung zu meiner Kritik des Einsteinschhn 
Invarianzprinzips war eine kleine Abweichung, die zwischen __ 


Perihelbewegung des Merkur gegenüber der Einsteinschen = 
stand. Da ich nach sorgfältiger Prüfung in meinen Entwick- 
lungen einen Fehler nicht entdecken konnte, so vermutete ich, 
daß er in den Voraussetzungen der Einsteinschen nn 
gleichung liegen müßte und zwar in der Nichtberechtigung 
seines zugrunde gelegten Invarianzprinzips. Aus den Gesetz- 
mäßigkeiten der Rotverschiebung im Felde eines Zentralkörpers, 
in die das Potential des Standorts eingeht, hatte ich geschlossen: 
„Bin Beobachter, im Schwerefeld im Punkte P ruhend, gewinnt 
dieselben Meßresultate bezüglich eines Vorgangs im Schwerefeld 
in O, als ob er außerhalb des Feldes ruhte und dabei der Vor- 
gang in einem berechenbar abgeänderten Schwerefeld in O statt- 
finde Dieser Satz bezüglich der Aquivalenz von Standorten 
ergibt sich leicht aus folgendem Beispiel. Es befinde sich im 


1) A. Wenzl, Ann. d. Phys. 72. S. 457. 1923. 

2) A.H. Bucherer, Die Planetenbewegung auf Grund der Quanten- 
theorie und eine Kritik der Einsteinschen Gravitationsgleichungen. 
Bonn. Ludwig Röhrscheidt. 
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Punkte O ein strahlendes Natriumatom im Abstande r von 
der Sonne und es sei der Abstand des Beobachters in P = 9, 
wo @>r, dann folgt für eine beliebige Natriumlinie von der 
Frequenz nach der Quantentheorie und nach der Einstein. 
schen (nach letzterer für den bewegten Erdbewohner): 


(1) n=n,(1—- #4 4), 


wo n, die Frequenz der Linie bedeutet, wenn sie an einem 
Standort außerhalb des Schwerefeldes als Eigenfrequenz be- 
obachtet wird. Vom letzteren Standpunkt aus betrachtet gilt 
demgemäß 


Aus den Beziehungen (1) und (2) ergibt sich aber der 
obige Satz, denn offenbar kann ich dann außerhalb des Feldes 
die in (1) angegebene Rotverschiebung beobachten, wenn ich 
das Gravitationsfeld so abändere, daß im Abstande r nicht 


das Potential — £ besteht, sondern — + = - So führt 


denn sowohl die Berechnung Einsteins als auch meine 
eigene Theorie zum Schluß, daß das Naturgesetz der Atom- 
strahlung nicht invariant ist gegenüber einer Verlegung 
des Standorts. Ist aber das Invarianzprinzip an einem 
einzigen Naturgesetz durchbrochen, so muß es allgemein un-§ . 
gültig sein. Herr A. Wenzl weist nun darauf hin, daß eing : 
prinzipieller Unterschied besteht zwischen dem Vorgang einerf | 
Strahlung und der Planetenbewegung, daB also eine Verall-f . 
gemeinerung aus den Erscheinungen der Rotverschiebung auff 
die Bewegung gewöhnlicher Massen im Gravitationsfelde nicht 
statthaft sei. Ich selbst hatte die Empfindung, daß der Be- 
weis des Satzes von den äquivalenten Standorten allgemeiner 
zu gestalten sei und stellte hierzu die von Hrn. A. Wenzl 
kritisierten Thesen a) b) c) S.IX auf. Herr Wenzl hat die 
These a) beanstandet, indem er geltend macht, daß das 
Äquivalenzprinzip nur auf die unmittelbare Umgebung des 
Beobachters anwendbar sei. Diese Beschränkung ist aber 
unnötig. Man kann es auf Erscheinungen außerhalb des 
Einsteinschen Kastens ausdehnen. Man muß nur den Ein- 
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fiuß der Geschwindigkeit an und für sich so ausschließen, dB 


nur die Beschleunigung ihre äquivalenten Wirkungen ausübt. 


Man läßt zu diesem Zweck die Beschleunigung nur in einem 
beliebig kleinen Zeitintervall beim Beginn der Bewegung be- __ 
stehen. Dann ist die Geschwindigkeit beliebig klein. Die 
Richtigkeit der These a) ergibt sich dann ohne weiteres. Be- 


wegt sich der Beobachter außerhalb des Feldes mit der bei P - 


bestehenden Erdbeschleunigung auf den Zentralkörper zu, so 
ist für ihn die Wirkung des Feldes bei P genau kompensiert. 
Ein Lichtstrahl erscheint ihm dann ebenso gerade wie dem 
Physiker im Einsteinschen Kasten, der bei P eine gleiche 
Beschleunigung in Richtung der Schwerkraft erhält! Das Feld 
bei O ist entsprechend verringert. Man kann das Feld bei P 
auch kompensieren durch eine entgegengesetzt gleiche Zentri- 
fugalkraft. Wir schließen, daß für den mitbewegten Erd- 
bewohner die Bahn des Lichtstrahls im Eigensystem eine 
Gerade ist und weiter, daß er bezüglich der Vorgänge in O 
dieselben Beobachtungen macht, als ob er außerhalb des 
Feldes ruhte, vorausgesetzt, daß die wegen der Bewegung von 
der spez. Relativitätstheorie geforderte Zeitdilatation nicht 
stattfindet. Dann zeigt aber eine weitere Überlegung, daß 
die Gravitationsgleichungen für frei bewegliche Bezugssysteme, 
und nur für diese, invariant sind. Dann muß die Einsteinsche 
Formel für die Rotverschiebung falsch sein. Sie enthält das 
Potential der Erde! Dagegen wären seine Gleichungen für 
die Planetenbewegung richtig, d. h. soweit ihre Invarianz in 
Frage kommt, — immer vorausgesetzt, daß die Zeitdilatation 
der spez. Relativitätstheorie wegen ihrer inneren Widersprüche, 
wie der Verfasser annimmt, nicht besteht. 

Es bliebe also noch der Nachweis für den Satz von 
den äquivalenten Standorten so zu verallgemeinern, daß er 
für beliebige Bewegungen ponderabler Massen im Gravitations- 
felde, also auch für die Planetenbewegung, gilt. Bevor wir 
hierzu übergehen, wollen wir kurz die Beweisgründe gegen 
eine solche Verallgemeinerung von Hrn. A. Wenzl anführen. 
Herr Wenzl überlegt wie folgt. Das Korrektionsglied in 
Gleichung (2) bedeute, daß das Potential an der Stelle der 
Emission in der Entfernung o vom Zentralkörper von dem 
Potentiale an der Oberfläche des Zentralkörpers abzuziehen 
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ist. Es sei durchaus objektiv und nicht subjektiv aufzufassen; 
anders sei die Merkurbewegung. Hier habe es keinen Sinn, 
das Potential der Sonne in Erdentfernung zu berücksichtigen, 
Die Planetenbewegung erfolge ja nicht unter dem Einfluß 
dieses Potentials. Ich muß offen gestehen, daß ich diese prin- 
zipielle Unterscheidung des Hrn. Wenzl nicht anerkennen 
kann.!) Es läßt sich aber sein Einwand beseitigen und damit 
gleichzeitig die Folgerung, die wir aus der Strahlung eines 
Natriumatoms im Schwerefelde gezogen haben, verallgemeinern 
und auf die Planetenbewegung in folgender Weise übertragen. 
Wir erteilen dem Planeten eine beliebig kleine elektrische 
Ladung. Dann läßt sich dieser als Elektron auffassen, und 
die Folgerungen, die sich aus der Elektronenbewegung ab- 
leiten lassen, in entsprechender Form auf die Bewegung des 
Merkur anwenden. Schon Einstein hat in seiner Abhandlung 
über die Elektrodynamik bewegter Körper einen ähnlichen Weg 
eingeschlagen. Nachdem er nämlich die longitudinale und trans- 
versale Masse des Elektrons abgeleitet hat, bemerkt er, daß 
diese Resultate auch für die ponderabeln materiellen Punkte 
gelten. „Denn“, sagt er, „ein ponderabler, materieller Punkt 
kann durch Zufügen einer beliebig kleinen elektrischen Ladung 
zu einem Elektron (in unserem Sinne) gemacht werden.“ 
Zunächst ist ersichtlich, daß die Periode des Planeten 
identisch ist mit derjenigen des fingierten Elektrons, und die 
feinsten Einzelheiten der Bewegung des Planeten werden durch 
die Strahlungserscheinungen auf das Genaueste übermittelt. So 
ergibt sich aus der Frequenz der erzeugten Strahlung die Um- 
laufzeit des Planeten und die Messung dieser Umlaufzeit im 
Punkte P des in P ruhenden Beobachters erscheint daher ge- 
nau wie bei der Atomstrahlung durch den Standort bedingt. 
Es gilt also für die Beeinflussung der Frequenz der Merkur- 
bahn durch das Potential des Standorts die oben angegebene 
Gleichung (1). Man erkennt auch ohne weiteres, daß ein anderer 
Einwand des Hrn. Wenzl damit entfällt. Herr Wenzl meint 


1) Tatsächlich habe ich schon a. a. O. durch die Betrachtung des 
Gleichgewichts zwischen Strahlung und Materie gezeigt, wie man von 
den Gesetzmäßigkeiten der Lichtquanten zu denen der gewöhnlichen 
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nämlich, das Modell Sonne—Merkur, sei mit einem Atom- 
modell nicht vergleichbar, denn es sende „keine Strahlen, 
welche die Eigenfrequenz an dem Ort der Emission einem 
Beobachter in einem anderen Gravitationsfelde mitteilen 
könne“. Diese zwingenden Schlüsse sind offenbar unverträglich 
mit dem Einsteinschen Invarianzprinzip und die Über- 
legungen am Schluß meiner Broschüre S. 16, 17, 18, 19 
bleiben unverändert bestehen. Fragen wir nun weiter, ob 
ohne das widerlegte Invarianzprinzip Einstein zu — 
mäßigen Beziehungen gelangen könne, so kann die Antwort | 
nur „nein“ lauten, denn die kinematischen Beziehungen vr 
Relativitätstheorie reichen nicht aus, um zu einer berechen- 
baren Bewegung des Merkur zu gelangen. Es muß eben ein 
außerhalb der Relativitätstheorie gelegenes Prinzip hinzukommen : ke 
und dieses habe ich in dem Satz der Quantentheorie entdeckt, SE 
nämlich, daß die Energie der Lichtschwingungen proportional ERS 

der Frequenz ist. Beiläufig sei hier bemerkt, daß eine ae ie ‘ 
wendung der Theorie der adiabatischen Invarianten eine ae all- = 
gemeinere Grundlage liefern würde. 


bewiesen. 


2. Die Einsteinsche Formel für die N 
ist falsch, weil sie das Potential der Erde enthält. 


3. Die Gravitationsgleichungen sind invariant für frei a) 
bewegliche Bezugssysteme und nur für diese, wenn die Er ae 
Zeitdilatation der spez. Relativitätstheorie fallen gelassen 
wird. 

4, Durch Erteilung einer beliebig kleinen Ladung kénnen © 
wir einen Planeten zu einem fiktiven Elektron machen und © 
dann aus dessen Strahlung die Bewegung des Planeten er- __ 
schließen. Nötig ist dieser Schritt aber nicht. er 


5. Mit dem Versagen des Invarianzprinzips verliert Ein- 
stein jede Grundlage zur Berechnung von Vorgängen we 
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es Schwerefelde und man erkennt die Notwendigkeit ein auBer. 

halb der Relativität der Bewegungen liegendes Prinzip hinzu- 
zuziehen. Es genügt der Satz, daß die Energie eines Licht- 

= proportional seiner Frequenz ist. 


Bonn, den 12. Oktober 198. 
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6. Über die 
 „wischen der Gleichung von van der Waals 


amd der Formel von Trouton; 
von A. Brandt. 


Die Gleichung von van der Waals hat folgende Form: 
(1) (p+ 


wo H eine fiir alle Substanzen gleiche Konstante ist und m 
das Molekulargewicht. 

Es sei 7, die absolute Siedetemperatur der Flüssigkeit 
bei dem Druck p,, o, das spezifische Volumen der siedenden 
Flüssigkeit und s, das spezifische Volumen ihres gesättigten 


Dampfes. 
Dann sind die folgenden Gleichungen gültig: 
Hn | 
2) -D- 4, 
f H, 


Wenn p, geniigend klein ist, so kinnen in der Gleichung (2) 
p, im Verhältnis zu a/o,* und in der Gleichung (3) a/s,? im 
Verhältnis zu p, und 5 im Verhältnis zu s, vernachlässigt 
werden. Dann erhalten wir: 


a Ha 


Für den kritischen Punkt der Flüssigkeit besteht die 


folgende Gleichung: abuses wid ER 


P 8 am 


Wenn die Größe a aus Gleichung (6) in Gleichung (4) 
eingesetzt wird, so erhalten wir: 
Annalen der Physik. IV. Folge. 73. 


‘ 
A 
| 
a 
Ly, 
| 
: 
Pt, 
(4) 
(5) 
Ade 


A. Brandt, 


% 


und hieraus: 
In diesem Ausdruck ist nur das Additionszeichen bein 
behalten, weil, laut Gleichung (4), bei 7, = 0 die Größe bj/o, 
gleich 1 sein muß und nicht gleich Null. 
Die Gleichungen von Clapeyron und Clausius-Maxwell 
ergeben für die latente Verdampfungswärme bei der Tempe- 
ratur 7): 


ll 
— 
> 
+ 
% 
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Wenn wieder o, im Verhältnis zu s, und a/s, im Ver- 
hältnis zu a/o, vernachlässigt wird, so erhalten wir, nach 
Einstellung der Größen p,s, und a aus den Gleichungen (5) 
und (6): 


+ 


Nach Einstellung von 4 = 7 ‚ H= 845,2 und d/o, aus 
Gleichung (7) erhalten wir 
05 + + 
\ ‘ 


Dieser Ausdruck zeigt, daB die Formel von Trouton: 

r, m 

T, 

nur in dem Falle aus der Gleichung von van der Waals 

erhalten werden kann, wenn 7/7, für verschiedene Flüssig- 

keiten konstant ist, d.i. wenn die Temperaturen 7, und 7, 
korrespondierende Temperaturen sind. 

Guldberg hat gezeigt‘), daß annähernd die kritischen 

Temperaturen und die Siedetemperaturen bei Atmosphären- 
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druck für die verschiedensten Flüssigkeiten korrespondierende 
Temperaturen sind und daß annähernd für alle Substanzen 
= 0,6. 

Wenn dieser Wert in Gleichung (8) eingesetzt wird, 60 
erhalten wir: ati 
10,8, 
also nur etwa die Hälfte des Wertes der Konstanten der 
Formel von Trouton, welcher zwischen 20 und 22 variiert. 
Übrigens iäßt sich eine genauere Übereinstimmung auch 
nicht erwarten, da weder die Gleichung von van der Waals 
noch die Formel von Trouton auf genaue Wiedergabe der 
Eigenschaften der verschiedenen Substanzen Anspruch erheben 
können. 
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7. Über die Verdampfungswärme 
und den Druck gesättigter Dimpfe 
bei sehr niedrigen Temperaturen; _ 
von A. Brandt. 


Das Wärmetheorem von W. Nernst hat in Frankreich 
nicht viel Anklang gefunden. Die Kritik, welche geübt wird, 
ist aber nicht frei von Fehlern, was an folgendem Beispiel 
gezeigt werden soll. 


In den Heften vom 26. Februar Nr.9 und 19. März Nr. 12 
der Comptes rendus für 1917 hat E. Aries zwei Artikel ver- 
öffentlicht unter den Titeln: „L’entropie des gaz parfaits au 
zéro de la température absolue“ und „Sur la tension de la 
vapeur satur6e aux basses températures et sur la constante 
chimique“. 


Die Betrachtungen von E. Ariés können in folgendem 
zusammengefaßt werden: 
Die Gleichung von Clapeyron für die Verdampfungs- 
wärme lautet: 
u dt 
Bei niedrigen Temperaturen folgen die Dämpfe der Zu- 
psig =r shiny der idealen Gase pu= RT. E. Ariés ist 
der Meinung, daß bei niedrigen Temperaturen: Se 


Die Differenz der Entropien eines Kilogrammes Dampf 
und eines Kilogrammes Flüssigkeit ist dann: 


+.) 4 
7 
- 
{¥ “re 
di 
ER 
"a 
a fe 
| 
A 
W 
d 
PL 
ih 


ampf 


Verdampfungswärme und Druck gesättigter Dämpfe usw. 407 Z ae 


Daraus folgert E. Ariés die folgenden zwei Sätze: Erz 

1. Wenn die Temperatur sich dem absoluten Nullpunkt En 
nähert, so strebt die Änderung der Entropie bei dr 
Verdampfung einer Flüssigkeit zum Werte 2/m. 

2. Bei der Temperatur des absoluten Nullpunktes ist die 
Verdampfungswärme gleich Null. 


Also ist beim absoluten Nullpunkte: 


rm 1 

| 
Daher findet E. Ariés auch, daß die bekannte Formel: 

von W. Nernst 


In. p = — + ¢,) 


» =U, 


die einfachere muß: 


m 


n-p=-1+ n-T+ln-R+— > (k-c,) 


Jedoch sind die Busuhleigeh von E. ER durchaus 


fehlerhaft. 

Wenn pu = RT ist, wo u und p Funktionen von 7 sind, — 
so ist: d (pu) du dp 

Also ist dp R p du _» p du 


Die GréBe r = kann nicht gleich Null gesetzt —— 

wie E. Ariés es tut, weil du/dt bis zur Unendlichkeit wächst = 
wenn p/u sich der Null nähert. Daher ist: 


= ART- AT» 
r= ATu = ARI ATp—, 


d.h. r besteht aus zwei Größen: 
1. der Wärme ART= Apu, welche der äußeren 
Arbeit bei der Verdampfung äquivalent ist und bei 
T=0 verschwindet; 


2. der Wärme — AT pS, welche bei 7' = 


verschwindet. 
Diese Wärme ist die innere latente Verdampfungswärme 
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welche sogar bei sehr niedrigen Temperaturen und bei dem 
absoluten Nullpunkte nicht der Null gleich zu setzen ist, weil 
sie bei der Verdampfung zur Überwindung der inneren Ko- 
häsionskräfte verbraucht wird. 

Diese inneren Kohäsionskräfte wirken zwischen den 
Molekeln auch bei sehr niedrigen Temperaturen; sie müssen 
überwunden werden, da bei der Verdampfung eine Vergröße- 
rung des Volumens stattfindet. 

Die Gleichung von W. Nernst für In-p bleibt natürlich 
zu Recht bestehen und die von E. Ariés unternommene Ver. 


einfachung dieser Formel ist fehlerhaft. BET 
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= von A. Brandt. 


Die thermodynamische Fläche des Wassers hat ein viel 
komplizierteres Aussehen als die thermodynamischen Flächen 
der normalen Substanzen. Auf Fig. 1 ist sie perspektivisch 
dargestellt und auf Fig. 2 im Grundriß. 


Wasser 
& 


Auf den Zeichnungen ist eduhl die Zylinderfläche der 
Verdampfung des Wassers. Die Grenzkurven dieser Fläche 
sind Al und dnh; h ist der kritische Punkt. Die Zylinder- 
fläche e/rsm entspricht der Verdampfung des Eises; die Grenz- 
kurven dieser Fläche sind /r und em. Die Zylinderfläche 
aedb entspricht dem Schmelzen des Eises; sie ist auf Fig. 1 
von der thermodynamischen Fläche des Eises bedeckt, weil 
das spezifische Volumen des Eises größer ist als das spezifische 
Volumen des Wassers. Die drei Zylinderflächen schneiden sich 


in der dem Tripelpunkt entsprechenden Geraden del. a 


£ 
* 
EIS 
- 
re 


Das Wasser hat bei Atmosphärendruck seine größte Dichte # x 
bei +4° C; bei höheren Drucken entspricht die größte Dichte § 4 
geringeren Temperaturen. Daher bildet die thermodynamische 
Fläche des Wassers eine nach vorn und nach rechts gewandte § |; 
Falte. Auf Fig. 3 ist die thermodynamische Fläche des Wassers § fj 


mit dieser Falte in größerem Maßstabe dargestellt; die untere 
Begrenzung ist die Grenzlinie Wasser —gesättigter Dampf. Auf 
Fig. 3 sind die Isothermen zwischen ¢ = —15° und ¢ = +12% 


Wenn der Druck von 1 atm auf 100 atm steigt, so sinkt 
_ die Schmelztemperatur des Eises um 0,74°C; wenn dé/dp 
konstant wäre, so könnte man erwarten, daß bei dem Druck 
von 3000 atm die Schmelztemperatur gleich — 0,74 x 30 = — 22°C 
wäre. Tammann hat aber gezeigt, daß die Schmelztemperatur 
schon bei 2200 atm gleich —22° ist und daß bei dieser Tem- 
peratur das Wasser einen zweiten Tripelpunkt besitzt. 

Bei Drucken, welche höher als 2200 atm sind, geht das 
gewöhnliche Eis (von Tammann Eis I genannt) in eine andere 
allotropische Form über, das Eis III, welches dichter ist als 
Wasser bei demselben Druck und derselben Temperatur. Daher 
schneiden sich in der Geraden cba drei Zylinderflächen adde, 
bgfe und caki, welche beziehungsweise dem Schmelzen des 
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Die thermodynamische Fläche des Wassers. 


Eises I, dem Schmelzen des Eises III und der Verwandlung 
des Eises I in das Eis III entsprechen. 


Isothermen für mehrere Temperaturen und auf Fig. 2 Isobaren © 
für mehrere Drucke eingezeichnet. 


Tammann hat noch ein Eis II gefunden. Auf den Zeich- si 
nungen ist es nicht dargestellt, da sie sonst zu kompliziert 
wären. 

Alle Zeichnungen sind verzerrt gezeichnet. 


EB a (Eingegangen 14. September 1923.) 
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9. Uber die Differenz der spexifischen Wärmen, 

2 bei konstantem Volumen, 

einer Flüssigkeit und ihres Dampfes; 
von A. Brandt. 


_ Wie bekannt, kann die Differenz der spezifischen Wärmen 
bei konstantem Volumen einer Flüssigkeit und ihres Dampfes 
bei derselben Temperatur, also auf derselben Isotherme, durch 
folgende Formel grees werden: 
r Op\fda 0 ds 
Hier bezeichnen die Buchstaben f und d die Zustände flüssig 
und dampfförmig, r ist die latente Verdampfungswärme, o und s 
das spezifische Volumen der Flüssigkeit und des Dampfes. 
Diese Formel ist von M. Planck!) schon 1897 abgeleitet. 
d Viel später (1906) hat sie Amagat?) als neu entwickelt. 
; i. Alle Größen der rechten Seite der Formel sind für Kohlen- 


_ säure in den beiden Tabellen [ (nach Zeuner) und II (nach 


—10 26,2 0,0148 0,00104 61,47 
-5 0,0122 0,00107 58,68 
0 34,3 0,0104 0,00110 55,45 
ER 5 39,0 0,0089 0,00113 51,86 
10 44,2 0,0075 0,00117 41,74 
en En 15 50,0 0,0068 0,00128 42,89 
Be 20 56,3 0,0052 0,00131 36,93 
Ate 25 63,3 0,0042 0,00142 28,98 


hr 1) M. Planck, Vorlesungen über Thermodynamik. S. 137. 1897. 
we 2) E.H. Amagat, Compt. rend. 142. S. 1120. 1906 Era 
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Differenz der spezifischen Wärmen usw. 


Tabelle I. 


Volumen | Op/dt T 37 — p |Volumen 
| 
m? | atm atm m? | 
0,50885 0,087 0,11 0,00218 
0,01214 0,195 22 0,00162 
0,00832 0,81 43 0,00127 
0,00661 0,4 64 0,00102 
0,00509 0,57 105 0,000952 
0,00891 0,79 168 0,00091 
0,00214 1,14 271 0,000873 
Tabelle IH. 
t | 5° 
 dejdt 0,000006 0,00001 
 ds/dt -0,00039 — 0,00026 
_dridt —0,602 — 0,897 
(ap/aty 1,9 6,34 
02 0,853 
e,f e,® 0 0 


Wie aus Tabelle III zu ersehen ist, gibt die Formel bei 
den Temperaturen —5°, +10° und +25° C das Resultat, 
daß c/— = 0 ist. 

Ein gleiches Resultat geben übrigens auch andere soge- Br: 
nannte normale Substanzen wie Pentan, Isopentan usw. 


Aus dieser Gleichheit der Werte cf und c,? für normale 
Substanzen kann aber nicht gefolgert werden, daß ihre spezi- +e 
fische Wärme bei konstantem Volumen nur von der Tempe- yy 
ratur und nicht vom Volumen abhängt, daß also für diese 
Substanzen (0c, /0v), = 0 ist. 

Dagegen sprechen die Versuche von Joly usw. Sie zeigen, 
daß die spezifische Wärme bei konstantem Volumen der nor- 
malen Flüssigkeiten auf derselben Isotherme eine mit dem 
Volumen veränderliche Größe ist: sie wächst erst bei Verringe- 
rung des Volumens (ungefähr bis zum kritischen Volumen) und 


wird darauf wieder kleiner bei weiterer Verringerung des 


i 
} 
nd 
Op/ot 1 —p 
atm atm 
1,72 
414 | 
8,73 
10,77 2614 
12,25 2825 
+25° 
0,000037 
3,95 
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an Zu ähnlichem Resultate gelangte auch A. J. Swart!) auf 

_-—s theoretischem Wege für dissoziierende Gase. Er fand, daß 
fi die Größe c, ein Maximum hat auf jeder Isotherme in dem 

Punkte, in welchem ungefähr 59 Proz. des Gases schon dis- 

soziiert sind. 

ap Mit einer solchen Veränderlichkeit von c, korrespondieren 

die Veränderungen der Größe (0 p/ Ot), der normalen 


N 


rung des Volumens kleiner werden. Dagegen wachsen die 
Größen (Öp/öt), bei Erwärmung, wenn das Volumen kleiner 
ist als das kritische; also sind bei sehr kleinem Volumen die 
Größen ö?p/öt? und (Öc,/öv), positiv und c, muß bei Vergröße- 
rung des Volumens wachsen. 

Die annähernde Gleichheit der c,/ und c,* der normalen 
Substanzen kann wie folgt erklärt werden: 

Die spezifische Wärme bei konstantem Volumen besteht 
aus zwei Größen: a) der konstanten wahren spezifischen Wärme c 
der Substanz, b) der veränderlichen Wärmemenge, welche bei Er- 
ve  hdhung der Temperatur um 1° zur Dissoziation verbraucht wird. 
ER Wenn u, die molekulare Dissoziationswärme ist, m das 
Molekulargewicht und wenn in 1kg Substanz zkg schon dis- 
soziiert sind, so ist: (de 

met 


4 Substanzen. Umfangreiche Versuche von Amagat, Ramsay 

Be und Young usw. haben gezeigt, daß diese Größe sich bei Er- 

wirmung verringert, wenn das Volumen größer ist als das 

0 kritische Volumen. Also sind bei großem Volumen die Größen 

x Br, 6*p/Ot? und auch (c,/Ov), negativ und c, muß bei Vergröße- 


öt 

Also ist für die Gleichheit der c,‘ und c, nur nötig, daß bei 

gleicher Temperatur die Größen (02z/02)/ und (02/02),4 gleich 

sind, d.h. daß bei Erwärmung der gleichen Gewichtseinheit 

der Flüssigkeit und des Dampfes bei konstantem Volumen die 
gleiche Anzahl assoziierter Molekel in einfache Molekel zerfällt. 

Für nicht normale Substanzen sind cf und c,* und also 

auch und durchaus nicht gleich. Z.B. ist für 

Wasser bei 100° C. annähernd c,4 = 0,5 cal. 

x 1) A. J. Swart, De Wetten der dissocieerende Gassen. Amster- 


dam 1890. 
(Eingegangen 14. September 1923.) 
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10. Betrachtungen über den Kohäsionsdruck; 
von A. Brandt. 


Die Gase und Flüssigkeiten werden meist in zwei Klassen 
geteilt. Zu der ersten Klasse gehören die sogenannten nor- 
malen Substanzen — Kohlensäure, Pentan, Isopentan, Fluor- 
benzol usw.; sie gehorchen mehr oder weniger genau der 
Gleichung von van der Waals, und es wird angenommen, 
daß ihr molekularer Bau im gasförmigen und flüssigen Zu- 
stande derselbe ist. Zu der zweiten Klasse gehören Wasser, — 
Alkohole, Säuren. Es wird angenommen, daß diese Substanzen 
im dampfförmigen Zustande aus einzelnen Molekeln bestehen, 
daß aber bei dem Ubergange in den flüssigen Zustand Asso- _ 
ziation stattfindet, und daß sich aus den einzelnen Molekeln 
Molekülgruppen bilden, welche aus zwei, drei oder mehr 
Molekeln bestehen können. 

Zur Unterscheidung dieser zwei Klassen dient die größere 
oder geringere Abweichung der Substanzen von der Zustands- 
gleichung von van der Waals und den bekannten Formeln 
von Trouton, Ramsay-Eötvös usw. 

Jedoch genügen auch die normalen Substanzen der Zu- 
standsgleichung von van der Waals nur qualitativ und nicht 
quantitativ; es ist also kaum möglich anzunehmen, daß die 
normalen Flüssigkeiten und Dämpfe durchaus monomoleku- 
lar sind. 

Daher hat sich in der letzten Zeit, etwa seit 1906, eine 
radikalere Assoziationshypothese Bahn gebrochen. 

Diese Hypothese nimmt an, daß die Assoziation auch im 
dampfförmigen Zastande besteht und daß sie allmählich bei 
Temperaturerniedrigung und Verminderung des Volumens 
wächst, so daß der Assoziationsgrad eine Funktion zweier der 
drei Veränderlichen p, v und 7 ist. 

Daher muß auch das Molekulargewicht der Substanz sich 
allmählich ändern und ist auch eine Funktion der Koordinaten. 
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Es dürfte sogar Physikern wd wenig 
bekannt sein, daß der Philosoph Eugen Dühring und sein 
Sohn Ulrich Dühring schon 1886 die Assoziationshypothese 
konsequent durchgeführt haben. Ihre Schrift!) darüber ist 
vielleicht schwer zugänglich gewesen; das ist wohl die Ursache, 
warum E. und U. Dühring nicht als die Begründer der 
Assoziationshypothese bekannt sind. 

Der Zustandsgleichung aller Substanzen geben E. und 
U. U. Dühring die folgende Form: 


(p+ z)(v— = nAT, 


wo H= 845,2 ist und n= an 


Moleküle in 1 kg der Substanz vom Molekulargewichte m. 

Außerdem formulieren sie die folgenden Gesetze: 

1. Die Molekülzahl ändert sich mit der Skala der Zu- 
stände und weist in den verschiedenen Aggregatzuständen ein 
ganzes Vielfaches ihres ursprünglichen Wertes auf. 

2. Bei Gleichheit von Zwischenvolumen v — 5b, Tempera- 
tur 7 und Wärmedruck p +z ist die Anzahl der Moleküle 
immer die nämliche, nicht bloß in den Gasen, sondern über- 
haupt in allen Körpern. 

3. Die Anzahl der Moleküle nimmt in der Regel zu mit 
wachsendem Volumen und wachsender Temperatur. 

Uber die Größen z und 5 sagen E. und U. Dühring fol- 
gendes: „Bezüglich des 5 sei bemerkt, daß, obgleich wir es 
als annähernde Konstante zu behandeln das Recht haben, doch 
die eindringlichere Analyse lehren wird, wie diese Voraus- 
setzung keine allgemeine sein darf. Für z ist wesentlich, daß 
es ausschließlich als eine Funktion des Volumens angesehen 
werden kann, weil die Verleitung, es auch als Funktion der 
Temperatur zu nehmen, dadurch wegfällt, daß sich alle schein- 
baren Einflüsse der Temperatur nach der Einführung der 
Funktion 2 durch die Abhängigkeit dieser Molekülzahl von 
der Temperatur und dem Volumen erklären.“ 

„Auch ist es das natürlichste, die Zugkräfte zwischen den 
Molekeln als etwas Selbständiges zu denken, was nur von dem 


die veränderliche Anzahl der 


1) E. ot U. Dühring, Neue Grundgesetze zur rationellen Physik 
und Chemie. 2. Folge. Leipzig 1886, Fues. 


> 
\ 
d 
~URE * d 
8 
Er; Tom) 
Z 
\ 
ns 
S 
Tag Vi 
u 
Ps 
fi 
| 
d 
( 
a 
> 
a 


der 


Betrachtungen über den Kohiisionsdruck. AT 


Volumen abhängt, mit der Temperatur aber nichts Direktes penis 
zu schaffen hat. Uns scheint es sogar ebenso unberechtigt, En 
die Kohäsion unmittelbar als von der Temperatur bestimmt 
denken zu wollen, als wenn man es sich einfallen ließe, die 


Schwere als von der Temperatur abhängig zu fingieren.“ ave 
Weiter finden E. und U. Dühring eine maximale Größe 
für z auf folgendem Wege: 


„Differenzieren wir unsere Grundgleichung 

zunächst nach ¢ unter Vernachlässigung der etwaigen kleinen ee a 
Veränderung des Molekularvolumens 5, so erhalten we: RER 


(v — b)dp = Hndt + HT dn 
Setzt man den so erhaltenen Ausdruck für Hn in die rechte i k : 
Seite der Stammgleichung ein, so ergibt sich: oi ees = 


dt v—b dt 
Darauf finden E. Dühring und U. re daB p+z 


und also auch z kleiner sein muß als 722 , da dn/dt 
wöhnlich positiv ist. 
Erst viel später als 1886 ist die er omer 
für alle Substanzen im dampfförmigen und flüssigen Zustande 
von anderen Physikern aufgestellt worden, so z.B. von J. D. van 
der Waals (1906), P. Bogdan (1907), H. von Jüptner (1908), 2 
G. van Rij (1908), J. J. van Laar (1909), Herbert Levy ay 
(1910, nur fir Wasserdampf) usw. BER 
Gewöhnlich wird ebenso wie von E. und U. Dühring 
außer der Assoziation auch gravitierende Molekularattraktion 
vorausgesetzt. 
Eine radikalere Form der Assoziationshypothese wird seit 
1909 von K. Drucker vertreten, der jede Abweichung der 


Stoffe von der idealen Gasgleichung = 


durch eine Veränderung von n erklärt. 


Im folgenden wollen wir die gravitative Molekularattraktion 
als vorhanden annehmen. 
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erhältnis v 
zum Normal- v | Ld aay 0° | 10° 20° | 30° 
volumen | | | 
= = = = = 
1 | 1087| 1073 1111 
| 0,50885 0,0049 5249,9 437 |488 | 488 
oe 31,0 33 35 37 
8,5 117,4 08 49,1 |485 419 
— |ö11 | 565 
01800 28,9 60,24 — | 50% 
901000  0,00509 | 48,6 44,54 


0,00391 | 


0,00294 


\ 
0,00218 
000316 0,00162 | 479,4 8,68 | | 
— | — | 644 |109 
0,00250 0,00127 | 780,0 = | “360 
.0,00200  0,00102 1209,8 2,48 | 
2 5 
’ ’ | 68, * 
000178 0,00091 | 1519,8 1,84 | 
730 |865 1000 _ 
0001716 0,000873| 1650,8 0,96 | 
| 230740 2a9192| 247644 | 256048 


i Die Assoziationshypothese genügt vollständig, um alle Ab- 


cae weichungen der wirklichen Gase von der Zustandsgleichung 
=: von van der Waals zu erklären. So z. B. können alle Zu 


stände der Kohlensäure, für die sehr umfangreiche Versuchs 
Fe daten von Amagat vorliegen, sehr wohl durch die van der 
Waalssche Gleichung 
a 
10383 (p+ 


dargestellt werden, wenn das Molekulargewicht m als vere 


sgesetzt wird. 


änderlich vorau 
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| 281452 | 239904 | 298356 | 306808 | 315260 | 346532 | 398089 448801 


In der fünften bis achtzehnten vertikalen Reihe der 
obigen Tabelle sind bei verschiedenen Temperaturen in Kursiv- 
druck die Drucke p in Atmosphären gegeben, welche den in 


der zweiten Vertikalreihe gegebenen Volumen v (eines Kilo- 
grammes in Kubikmetern entsprechen. !) 


1) Die Werte von v sind nicht von Amagat direkt gegeben. Er 
gibt die in der ersten Vertikalreihe gegebenen Verhältnisse der Volumen 
zum Normalvolumen, d. h. zum Volumen eines Kilogramms bei Atmo- 
sphärendruck und 0°C. Die Ziffern der zweiten Vertikalreihe sind aus 
den Ziffern der ersten erhalten durch Multiplikation mit der Größe 
Per. = 0,50885 (das Molekulargewicht der Kohlensäure ist 44). 

Annalen der Physik. IV. Folge. 73. 
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Op 
60° 70° 80° 90° 100° | 137° | 198° | 258° Tr -p 
1221 1,258 1290| 
4.185 1,221 1,258| 1295| 1,332 1,369 1506 1,733 1,945) en 
Br | 43,8 43,7 43,7 | 48,7 | 43,7 43,7 43,6 | 43,7 | : 
9 | | 42,8 | 447 | 46,6 | 48,5 | 50,5 | 57,0 | 68,0 | 78,5 
| 46,1 | 46,4 | 46,1 | 45,9 | 45,5 | 45,1 | 444 | 44 
5 | 157,6 | 60,6 | 63,5 | 66,5 | 69,5 | 80 97 112 PR 
5 | 46,9 1465 | 461 | 45,8 | 448 | 44,2 
| | 67,8 | 71,8 | 75,7 | 79,6 | 83,6 | 97,5 |120 1140 
| | 483 47,8 | 47,4 1469 46,5 | 45,5 | 444 | 44,1 
| 80,2 | 85,8 | 91,3 | 96,7 [102,38 |121,5 |153,5 131 
| 49,1 | 48,4 | 47,9 | 47,4 46,9 | 45,7 | 44,2 | 43,9 
— | pee | 98,8 [100,6 |108,2 116 |123,8 |151 1195 234,5 
~ 49,17 | 49,0 | | 47,8 | 47,8 | 459 | 444 | 48,8 
= 7 106,2 |117,5 128,8 |140,2 |1513 |191 257 1316 | 
9 | 50,1 | 49,4 | 48,7 | 481 | 47,6 | 46,1 | 44,3 | 43,6 | rae 
3 8 |121,9 |138,9 |156,3 |173,5 |191,1 252,5 1356 1449.5 
|507 | 50,0 | 49,3 | 48,7 | 481 | 466 | 446 | 43,4 
_ |153,8 |183,2 |211,5 |240,5 |271 \376 \554,5 _ 
| 512 | 50,4 | 49,8 | 49,1 | 48,4 | 46,7 | 44,4 
250,5 |298 346,9 394,5 |443,5 \619  |909 ~ 
ge? | 539 | 53,1 | 52,3 | 51,9 | 50,9 |489 | 46,5 _ 
13 (651 |745 |832 1998 on _ 
75 | 81:0 | 59,8 58,9 | 582 | 576 | — 
2 | 2956 
6046 | 
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Es möge vorausgesetzt werden, daß bei 258° C die Disso- 
ziation der Kohlensäure schon vollständig beendigt ist. Wir 
wollen nun für die Koeffizienten der Grundgleichung a und 5 
solche Werte wählen: 

1. daß bei der Temperatur 258° und bei allen Volumen 
die Größe m ungefähr den Wert 44 des Kohlensäuregases erhält. 

2. daß bei dem großen Volumen v = 0,50885 cbm die 


Größe m auch den Wert 44 bei allen Temperaturen erhält. 


so Dann erhält die Grundgleichung die folgende Gestalt: 


Dabei müssen aber die folgenden Gesichtspunkte nicht 
aus den Augen gelassen werden: 
a) die Größe 5 muß ungefähr einem Drittel des kritischen 
Volumens der Kohlensäure gleich sein, 
b) es muß sein: 


Die Größen von roe — p sind auch von Amagat gegeben 


undin der letzten Vertikalreihe der Tabelle angeführt. Wenn wir 
hieraus a berechnen, so erhalten wir, daß a zwischen den 
= 18 33 

Werten und 
| Ich habe angenommen, daß: 


13 
b = 0,00078 cbm.; a= a = 0,00126. 


liegt. 


0, — 


10333 (p )® _ 0,00078) = 2452 


Aus dieser Gleichung sind die Größen m EEE in 
der Tabelle stehen sie in Gradschrift unter den Drucken. Bei 
Betrachtung der Tabelle sehen wir, daß die Veränderung des 
Molekulargewichtes genau so geschieht, wie nötig ist im Falle 
der Richtigkeit der Assoziationshypothese: bei konstantem 
Volumen wächst das Molekulargewicht (also die Assoziation), 
wenn Druck und Temperatur fallen; bei konstanter Temperatur 
wächst das Molekulargewicht und die Assoziation bei Vermin- 
derung des Volumens. 

Die Möglichkeit einer die Assoziationshypothese befriedi- 
genden Wahl der Größen a und 5 beweist natürlich nicht, daß 
die Assoziationshypothese unstreitig richtig ist. Es ist ja auch 
möglich, die Koeffizienten a und 4 so zu wählen, daß m in 
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allen Kolumnen der Tabelle ziemlich konstant gleich 44 
bleibt. 

Jedoch zeigt die von mir berechnete Tabelle jedenfalls, 
daß die Assoziationshypothese der Wirklichkeit durchaus nicht 
widerspricht. 

Andere normale und nicht normale Substanzen geben un- 
gefähr dasselbe Bild wie die Kohlensäure. 


Der allgemeinste Ausdruck für den inneren Druck (Ko- 
häsionsdruck) kann in folgender Weise gefunden werden. 
Es ist: 


ö Op _ (Op p 


Die are dieser Gleichung von 7=0 bis 7=7' 
ergibt, da 238 bei 0° gleich Null ist: 


a 3 
T p ix 
= 


Hier ist p der Druck, welcher auf die Einheit der Ober- 
fläche wirken muß, damit die Substanz bei gegebenem v und 
T im Gleichgewicht ist. Also ist p, der äußere Druck, welcher 
wirken muß, damit die Substanz bei dem früheren Volumen v 
und der Temperatur 7=0 im Gleichgewicht bleibt. Der 
Druck p, muß negativ sein, da sonst bei 7, die Substanz ein 
kleineres Volumen einnehmen würde, als bei 7. Dieser nega- 
tire Druck ist im Gleichgewicht mit den Kohäsionskräften der 
Substanz bei dem Volumen v. Also ist — p, = z und p — p, = 
p+z ist die Summe des äußeren Druckes p und des Ko- 
häsionsdruckes — p, = z, welcher die Kohäsionskräfte vertreten 
kann. Also ist: 


Wenn die Substanz der u von E. und U. Dühring 
genügt, so ist: 
(p+z)o—b)= HnT. 

Wir erhalten: 


ot), v-b 
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p 2 on an 


und, wie schon von r und U. Dühring 'gefunden: 


Die betrachteten Beziehungen können auch ag dar- 
gestellt werden. 


HT ön 
w—b dt 


Auf der Zeichnung Fig. 1 ist cd die Isotherme einer be- 

liebigen Substanz bei der Temperatur 7. Die Ordinaten der 

Isotherme bei 7 = 0 sind gleich — p,, 

liegen also unter der Abszissenachse 

und ergeben auf der Zeichnung die 

Kurve a5 als Isotherme des absoluten 
Nullpunktes. 

Betrachten wir nun den unend- 
lich kleinen Kreisprozeß, welcher durch 
die zwei Isohoren eg und fh und die 
zwei unendlich kleinen Strecken ef 
# und gh der zwei Isothermen cd und 
Ei ab gebildet ist. 

ii Auf der Strecke ef wird die 


Wärmemenge /dv = AT’ (33), dv 


zugeführt; auf der Strecke gh der 
Isotherme des absoluten Nullpunktes 
wird Wirme weder zu-, noch ab- 
geführt. Die Differenz der Wärme- 
mengen, welche auf der Isohore eg 
zugeführt und auf der Isohore fg ab- 
i Fig. 1. geführt werden, ist: 


> 


Bei Anwendung des ersten Hauptsatzes ergibt also der 
Kreisprozeß efgh, da die Länge eg=p+(—p,)=p — p, ist: 


Me 
boc 
* 7 
. 
x 
‘ 
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T 
dt = A(p— 


Es ist aber auch: 


Daher erhalten wir 
ldv = Apdv+ Azdv+ 


Die latente Wärme 


PR 


bei isothermer Expansion wird also verwandelt: 


1. in die äußere Arbeit Apdv, one 
2. in die Arbeit 4zdv gegen die Kohäsionskräfte dein 
den Molekeln, 


3. in die Arbeit Adv 


ziierten Molekeln in 


Aus der Zeichnung Fig. 1 ersieht man folgendes: 

Wenn aus verschiedenen Punkten der Isotherme ed die 
Größen abgetragen werden, so erhält man die Kurve 
rs; die volle latente Expansionswärme /dv wird durch die 
Fläche efsr dargestellt. 

Diese Expansionswärme bewirkt: 


1. die äußere Arbeit p x ef, 
2. die Arbeit z x hg gegen die Kohäsionskräfte, 
3. die Dissoziationsarbeit g Asr. 


Auf derselben Zeichnung Fig. 1 ist eine zweite Isotherme 
c,d, eingezeichnet, welche einer anderen Temperatur 7, ent- _ 
spricht. Wenn aus verschiedenen Punkten dieser Isotherme 


die Größen 7, (37) abgetragen werden, so erhält man eine 


neue Kurve r,s,. Dagegen behält natürlich die Isotherme ad 
des absoluten Nullpunktes ihre frühere Lage. Die Dissoziations- 


arbeit ist jetzt gleich der Fläche ghs,r,. 
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A: Suse hat auf Grund umfangreicher Versuche die Größen 
(44), —p für Wasserstoff, Sauerstoff, Stickstoff und Luft 
aes = bei verschiedenen Volumen » bestimmt und gefunden: 

1. daß für die drei letzten Gase die Größe 1(3 =) —p 


i a bei Verringerung des Volumens erst wächst (für Sauerstoff bis 


und fällt, 
2. daß für Wasserstoff die Größe iene — p bei Ver- 


_ ringerung des Volumens nur bis 16 Atm. wächst, bei einem 

gewissen Volumen gleich Null wird und bei weiterer Ver- 

 ringerung des Volumens negative Werte erhält, welche bis 
578 Atm. abfallen. 


Amagat meinte!) daß die Größe (32), — p der Kohä- 


sionsdruck sei; die negativen Werte des Kohäsionsdruckes für 
Wasserstoff erklärt Amagat durch eine Reaktion der zusammen- 
 gedrückten Molekels bei geringen Volumen. 


Jedoch ist eine solche Erklärung durchaus unnötig, da 
der ree wie oben gezeigt, nicht gleich ist ape 


— >, sondern 


= Die negativen Werte der Größe 7 —p finden fol- 
Erklarung: 


Bei VergréBerung des Volumens findet (bei sehr kleinen 
Volumen) nicht Dissoziation, sondern Assoziation der Molekiile 
des Wasserstoffes statt. Es wird also Assoziationswärme frei; 
diese Wärme zusammen mit der latenten Expansionswärme 


175 ) dv bewirkt die äußere Arbeit 4p dv und die zur Uber- 


_ windung der Kohäsionskräfte nötige Arbeit 4zdv. Dabei ist 
die Assoziationswärme so groß, daß auf der Isotherme bei Ex- 
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pansion nur sehr geringe Wärmemengen 47 [oe al dv zuzuführen 


sind, so daß sogar die Differenz A r(32-) — p negativ ausfallt. 


Bei größeren Volumen des Wasserstoffes wird diese Größe 
wieder positiv. 

Sauerstoff, Stickstoff und Luft dissoziieren bei Expansion, 
und nur bei sehr kleinen Volumen scheint die Expansion von 
Assoziation begleitet zu sein. 
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11. Übernahme von photometrischen Registrierungen 
durch die Physikalisch- Technische Reichsanstait, 


Photographisch-photometrische Registrierungen, wie sie 
von dem Physikalischen Institut der Universität Hamburg ge- 
mäß der Mitteilung!) vom Dezember 1921 vorgenommen werden, 
führt nunmehr, soweit das Übersetzungsverhältnis 1:1 in Frage 
kommt, die Physikalisch-Technische Reichsanstalt aus. Der 
hierfür durch das Entgegenkommen der Notgemeinschaft der 
Deutschen Wissenschaft der Reichsanstalt zur Verfügung ge- 
stellte Komparator?) ist der gleiche, wie er in der genannten 
Mitteilung unter Nr. 2 beschrieben ist; er dient für die Photo- 
metrie von Röntgenspektrogrammen, Absorptionsspektren von 
Farbstoffen usw. 

Die Prüfungsgebühren für eingesandte Platten oder sonstige 
Objekte werden vorläufig nach der zu der Arbeit verbrauchten 
Zeit berechnet. 

Die Ausführung von mikrophotometrischen Registrierungen 
mit dem Übersetzungsverhältnis 1:8 und 1:47 [vgl. a. a. 0.1] 
erfolgt nicht in der Physikalisch-Technischen Reichsanstalt, 
sondern kann nach näherer Vereinbarung bis auf weiteres im 
Physikalischen Institut der Universität Hamburg ausgeführt 
werden. 


Tai Charlottenburg, Hamburg, im Oktober 1923. 


Der Präsident Der Direktor 

Physikal.-Technisch. des Physikal. Instituts 

Reichsanstalt Universität Hamburg 
Nernst. P. P. Koch. 


1) Zeitschr. f. Phys. 8. 1922; Ann. d. Phys. 66. S. 497. 1921; Phys. 
Zeitschr. 23. S. 105. 1922; Zeitschr. f. techn. Phys. 4. 8. 41. 1923; Zeitschr. 
f. wiss. Photogr. 22. S. 120. 1923; Zeitschr. f. Elektrochemie 28. S. 151. 1922; 
Zeitschr. f. physikal. Chemie 101. S. 323. 1922. ae 

2) F. Goos, Phys. Zeitschr, 22. S. 648. 1921. Ber 


(Eingegangen 12. November 1923.) 
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a 12, Uber eine neue Methode zur Messung von Draht- 
widerständen bei sehr schnellen Schwingungen; 
Ginter Wuckel, ay 
a 
Der Für das Studium der Eigenschaften ferromagnetischer | 
der Materialien ist die Frage nach der Frequenzabhängigkeit der 
8% | Permeabilität u bei sehr schnellen Schwingungen von grund- 
nten | jegender Bedeutung. Diesbezügliche experimentelle Unter- 
hoto- ‚suchungen an Drähten speziell im Gebiet sehr kurzer Wellen 
von | sind bereits von Gans und Loyarte!) einerseits, von Arka- 
; diew?) und Kartschagin®) andererseits ausgeführt worden. 
stige | In allen drei Arbeiten wurde die Permeabilität ermittelt aus 
Widerstandserhöhung infolge der Stromverdrängung (Skin- 
efiekt); es kam also darauf an, eine Methode zur genauen 
ngen | Messung des Widerstandes bei sehr hohen Frequenzen auszu- 
0] arbeiten. 
stalt, Die beiden erstgenannten Forscher führten diese Wider- 
= standsbestimmung auf die Messung des logarithmischen Dekre- 
führt mentes eines Schwingungskreises zurück: Auf zwei parallelen, 
an beiden Enden durch Kupferbrücken geschlossenen Drähten, 
die einmal aus Kupfer, dann aus dem Ferromagnetikum be- 
standen, wurden stehende elektrische Wellen erzeugt. Durch 
‘ Verschieben der einen Kupferbriicke konnte beidemal eine 
r: Resonanzkurve aufgenommen und so die Differenz zwischen 
dem Dekrement des ferromagnetischen Schwingungskreises dy, 
und dem des Kupferkreises dc, ermittelt werden. Infolge der 
Phys. genau gleichartigen Anordnung und Dimensionierung der beiden 
itschr. Schwingungskreise kann diese Differenz dp, — dc, im wesent- 
1922; 


1) R. Gans u. Loyarte, Ann. d. Phys. 64. S. 209. ie 
2) W. Arkadiew, Ann. d. Phys. 58. 8.106. 1919. ts 
3) W. Kartschagin, Ann. d. Phys. 67. 8. 325. 1922. 
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lichen nur durch den verschiedenen Widerstand der beiden 
Drahtsorten bedingt sein; vom Kupferkreis ist der Widerstand 
aber berechenbar, infolgedessen derjenige vom Ferromagnetikum 
und damit die gesuchte Permeabilität aus der Messung be. 
stimmt. 

Als Nachteil bezeichneten Gans und Loyarte selbst den 
Umstand, daß mit abnehmender Wellenlänge sich dy, den 
Werten von dc, beträchtlich nähert; so nimmt die zur Aus 
wertung benutzte Differenz dy, — do, immer kleinere Werte 
an, und die Methode verliert mit wachsender Frequenz an Ge- 
nauigkeit. Außerdem sind die angestrebten gleichen Verhilt- 
nisse in beiden Schwingungskreisen nie vollständig erreichbar, 
da gerade durch den verschiedenen Widerstand und die ver- 
schiedene Permeabilität der Drähte im ferromagnetischen 
Schwingungskreis eine etwas andere Stromverteilung hervor- 
gerufen wird wie im Kupferkreis. 

Einen anderen Weg schlugen Arkadiew und Kart- 
schagin ein: Aus Messungen der Intensitätsabnahme elek- 
trischer Wellen an zwei parallelen Drähten bestimmten sie 
den Absorptionsindex x, der durch eine einfache Beziehung 
mit dem Wechselstromwiderstand der Drähte zusammenhängt 
und so zur Berechnung der Permeabilität dienen kann. Um 
das Abklingen der Intensität messen zu können, ist es aber 
erforderlich, daß sich auf dem verwendeten Drahtsystem keine 
stehenden Wellen, sondern nur fortlaufende ausbilden können; 
es dürfen also am Leitungsende keine Reflexionen auftreten. 
Arkadiew und Kartschagin suchten das dadurch zu er- 
reichen, daß sie ihre Messungen nur in größerer Entfernung 
vom Leitungsende ausführten, wo die rücklaufenden Wellen 
bereits fast ganz abgeklungen waren; sie mußten sich jedoch 
trotz Verwendung eines recht langen Drahtsystems (bis 63 m) 
auf die Untersuchung sehr dünner Drähte beschränken, weil 
nur dann infolge der starken räumlichen Dämpfung der Wellen 
die Reflexionen am Ende genügend gering wurden, um wenigstens 
in einem gewissen Bereiche des Drahtsystems die Absorptions- 
messungen ausführen zu können. 

Auf Vorschlag von Hrn. Prof. Busch versuchte ich nun, 
diese Methode dadurch zu verbessern und zu vereinfachen, daß 
die Wellenreflexion am Ende der Paralleldrähte zwangsweise 
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durch einen passend gewählten, an die Leitung angeschlossenen 
Widerstand verhindert wurde, der die ankommenden Wellen 
vollkommen absorbiert. Für Messungen an Niederfrequenz- 
leitungen ist dieser Weg bereits beschritten worden’); die 
Kabeltheorie zeigt, daß zur Reflexionsvermeidung ein Wider- 
stand von der Größe der „Charakteristik“ 3, einer durch die 
Daten der Leitung gegebenen Konstanten, erforderlich ist. Es 
liegt aber kein Grund vor, die Resultate der Kabeltheorie nicht 
auch auf Hochfrequenzleitungen anzuwenden, da jene Berech- 
nungen nur voraussetzen, daß der Drahtabstand klein im Ver- 
hältnis zur Wellenlänge ist. 

So kann uns also die Kabeltheorie, von der wir im fol- 
genden ausgehen, ein Wegweiser für die Ausarbeitung einer 
Methode zur Bestimmung von Wechselstromwiderständen werden, 
die von den Beschränkungen der Arkadiewschen frei ist. 


II. Problemstellung. 
Ist ein Lechersches Drahtsystem mit einer Quelle sinus- 
formigen Wechselstromes von der Frequenz & verbunden, so 
gelten für die Verteilung der Spannung V und des Stromes J 


längs der Drähte die bekannten Kabelgleichungen:; — 

av 

inthe | J(R +jo L) x 


wenn R den Leitungswiderstand, Z die Selbstinduktion, X die 
Kapazität und A die Ableitung pro Zentimeter Doppelleitung 
darstellen; x ist die Längenkoordinate. Durch Einführung der 
Größen 


a. 

8) B= 
A+Jjo 


kann die Lösung der Differentialgleichungen (1) geschrieben 
werden: 


(4) 


J = a,e’" + 


V = B(—a, er: +a,err®). 


1) K. W. Wagner, E.T.Z., 8. 888. 1919. 


SEN: 
> 
J 


Herrscht am Aha der Leitung eine Stromstärke J,, und 
setzen wir das Drahtsystem als unendlich lang voraus, so be 
stimmen sich die Konstanten a, und a, zu: mr 
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Die Gleichungen (4) reduzieren 

gen (4) 
5 J = J,er® 
0) 


oder es besteht längs der ganzen Leitung zwischen Strom und 
Spannung die Beziehung: 
(6) J = 3= const.. 
Der Wellenwiderstand 7/J eines unendlich langen Parallel 
drahtsystems ist also gleich 3, der „Charakteristik“ der Leitung, 

SchlieBt man demnach eine Doppelleitung von endlicher 
Länge durch einen Widerstand von der Größe 8, so muß sie 
sich genau wie eine unendlich lange Leitung verhalten, d.h. es 
wird die Strom- und Spannungsverteilung den Gleichungen (ß) 
gehorchen. Schreibt man schließlich noch die ,,Fortpflanzungs 
konstante“ y in der Form: 
(7) y- ß +j a, 
so ergibt sich für den Momentanwert von J und /: 

(8) BEL 3 
| B= BJ eh 


d. h. es entstehen auf dem Lechersystem fortschreitende Wellen, 
deren Amplituden nach einem Exponentialgesetz abnehmen. 
Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wellen ist —. 

Die Größen « und # berechnen sich aus den Gleichungen 
(7) und (2) und lassen sich noch vereinfachen, wenn berück 
sichtigt wird, daß für eine Freileitung stets die Ableitung 4 
gleich 0 gesetzt werden darf. Arbeitet man außerdem mit 
Wechselströmen so hoher Frequenz, daß man das Quadrat von 
-. gegen 1 vernachlässigen kann, so läßt sich (2) in Am 
näherung schreiben: 
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Die räumliche Dämpfung der Wellen wea also durch den 


„Dämpfungsfaktor“ 


(10) 


bestimmt, und es folgt, daß Strom und Spannung auf einer 
Strecke x, = 7 d. h. auf einer solchen Leitungslänge, für die 
der Ohmsche Widerstand A eines Drahtes gleich der Charakte- 


ristik Vz der völlig verlustlosen Leitung ist, bis zum e-ten 
Teil ihres Anfangswertes herabsinken. 


Auf Grund dieser Folgerungen aus der Kabeltheorie muß 
es demnach möglich sein, auf einem Lecherschen Draht- 
system nach richtiger Wahl und Anordnung eines Endwider- 
standes 3 das Abklingen der Energie messend zu verfolgen, 
also den Dämpfungsfaktor 8 direkt zu bestimmen. Aus den 
Messungen von # kann dann der Leitungswiderstand R für die 
betreffende Frequenz, außerdem bei magnetischem Material mit 
Hilfe der Rayleighschen Formeln für den Skineflekt!) die 
Permeabilität u berechnet werden. 

Die Ausarbeitung einer geeigneten MeBmethode von £ für 
hochfrequente ungedämpfte Schwingungen auf Grund vor- 
stehender Überlegungen bildete das Ziel dieser Arbeit. 


a) Der Sender. Bese 


Für die geplanten Untersuchungen war ein Sender nötig, 
der ungedämpfte Schwingungen von möglichst hoher Frequenz 
und großer Konstanz der Wellenlänge lieferte. Als geeignet 
erwies sich die Ecclessche Schaltung in der von Holborn ?, 
angegebenen Form: Zwei Senderöhren (AEG Type RS5) sind 
in der aus Fig. 1 ersichtlichen Weise geschaltet. Den Anoden- 
und Gitterkreis bilden rechteckig gebogene, posaunenartig aus- 
ziehbare Messingrohre, in deren Mitten die Gleichspannungen 


1) Lord Rayleigh, Phil. Mag, 21. 1886; J. Zenneck, Ann. d. 
Phys. 11. 8. 1185. 1908, 
2) F. Holborn, Zeitschr, f. Phys, 6. 8. 328. 1921, un 
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zugeführt werden. So sind Selbstinduktion und Kapazität deg 
Schwingungskreises auf ein Minimum herabgedrückt, und & 
gelingt, mit dieser Anordnung Schwingungen von 3,5—6 m 
Wellenlänge zu erzeugen, wenn an der Anode 
eine Spannung von 400—600 Volt liegt und 
das Gitter eine Vorspannung von etwa 15 Volt 
gegenüber der Kathode erhält. Diese Span- 
nungen lieferten Hochspannungsbatterien. — 
Die erforderliche Heizbatterie von 24 Volt 
mußte einen sehr konstanten Strom liefern. 
Bevor mir geeignete Akkumulatoren zur Ver- 
fügung standen, verwendete ich eine Gleich. 
strommaschine, die bei 64 Volt Klemmen- 
spannung eine Stromentnahme von 4 A. ge- 
stattete. Die Schwankungen des mit Stadt 
spannung gespeisten Antriebmotors ließen sich 
gut beseitigen durch Anwendung einer von Hrn. Prof. Busch 
angegebenen Kompensationsschaltung, wie sie Fig. 2 zeigt: Der 
Erregerspannung ist ein Teil der Stadtspannung entgegen- 

geschaltet, so daß bei richtiger Ein- 
= ,, stellung des Abzweigpunktes 4 ein 

rascheres Laufen des Motors durch 
eine entsprechende Verringerung der 
34 Erregung gerade ausgeglichen wird. 
Schwankungen der Stadtspannung von 
Fig. 2. 10°/, hatten so nur eine Anderung 
der Klemmenspannung um 0,6°/, zur 

F olge. Besonders leicht und sicher lieB sich der Punkt 4 

einregulieren bei Verwendung von Fremderregung (die Haus- 
batterie des Institutes konnte hierzu benutzt werden); auch 
ein Nachregulieren war dann selbst bei großen Störungen nie 
nötig. Die letzten geringen Schwankungen der Klemmenspannung 
fanden einen guten Ausgleich durch eine aus alten Akkumula- 
toren bestehende Pufferbatterie und durch Einschalten mehrerer 
Eisenwiderstände in den Heizkreis. 

Ein Vorzug dieses Senders besteht in der geringen Ab- 
hängigkeit der Wellenlänge A vom Heizstrom; steigert man 
letzteren von 2,5 bis 3 A., also von der Stromstärke, bei der 
die Schwingungen einsetzen, bis zur zulässigen Grenze, so 
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wächst A nur um 1,5°/,., Von der Anodenspannung ist die 
Wellenlänge praktisch unabhängig. 


b) Das Lechersystem. 

Um ein genügend starkes Abklingen der Energie für die 
Messungen zu erhalten, mußte die Länge der verwendeten 
Doppelleitung groß sein; daher fand das Lechersystem seinen 
Platz in dem 25 m langen Korridor des Kellergeschosses vom 
Physikalischen Institut. Zwischen zwei eingemauerten Balken 
waren die Drähte !/, m unterhalb der Decke ausgespannt; zur 
Befestigung und Isolierung an beiden Enden diente paraffi- 
nierte Schnur. Zwei Spannvorrichtungen ließen die Drähte so 
straff anziehen, daß ihre Durchbiegung nur gering war und 
sich eine Unterstützung in der Mitte eriibrigte. Auch ein 
überall gleichmäßiger Drahtabstand war so gewahrt. 

Dieses Lechersystem hatte ich direkt mit dem Anoden- 
kreis des Senders verbunden; es war in den Punkten (1) (1) 
(vgl. Fig. 1), also in einem Spannungsknoten, an die Messing- 
holme angelötet. Eine solche Koppelung erwies sich deshalb 
als zweckmäßig, weil der Sender infolge seiner starken Strah- 
lung (die Wellen konnten noch im nächsten Stockwerk auf- 
gefangen werden) zur Vermeidung von Störungen mit sämt- 
lichen Batterien in einen völlig geschlossenen Zinkblechkasten 
gesetzt werden mußte. Gerade in jenem Spannungsknoten 
traten die Lecherdrähte durch eine Öffnung aus dem Kasten, 
so daß letzterer die Wellenausbildung auf dem Drahtsystem 
nicht beeinflussen konnte. 


ec) Die Empfangsanordnung. 

Für die Ausarbeitung der Meßmethode war von vorn- 
herein ein Gesichtspunkt maßgebend: Es durfte durch den 
Empfänger nur soviel Energie dem Lechersystem entzogen 
werden, daß an der betreffenden Stelle der Doppelleitung keine 
merkliche Reflexion der Wellen auftrat. So kam nur in ~ 
ganz lose mit den Lecherdrähten gekoppelter, sehr empfind- 
licher Indikator in Frage. ; 

Diesen Anforderungen genügte ein Thermoelement aus 
0,015 mm starkem Manganin- und Konstantandraht, das unter 
gleichzeitiger, 1 Stunde lang währender Erwärmung in einem 
Heizofen auf 350° C mittels einer Diffusionspumpe bis zu 


mm Hg ausgepumpt wurde. Um eine möglichst ge- 
ringe Beeinflussung des Galvanometerkreises durch den Heiz- 
kreis zu erreichen, wurde das Thermoelement folgendermaßen 
konstruiert: Die 4 Zuführungsdrähte lagen nicht wie gewöhn- 


Diese 
+ A Form bewährte sich gut. Der innere Widerstand der Thermo- 
ST elemente betrug im Durchschnitt 8 bis 10 2, eine Empfind- 
‘ _ lichkeit von etwa 1.10”? Volt bei 10 Milliamp. Belastung 
wurde erreicht. 
An den Heizkreis des Thermoelementes angeschlossen war 
0 eine 10 cm lange Drahtschleife, die in einem Abstand von 
ER 5 cm unterhalb der Lecher- 
drähte hing und so eine ganz 
schwache induktive Koppe- 
lung mit diesen bildete, 
I Thermoelement samt Koppel- 
Fig. 8. schleife waren an dem Draht. 
aca system selbst mittels eines 
starren Glasschlittens (vgl. Fig. 3) aufgehängt, der eine stets 
konstante Koppelung gewährleistete und zugleich eine bequeme 
Entlangführung des Indikators an den Drähten gestattete. 

So konnte der anfangs gestellten Bedingung hinreichend 
entsprochen werden: der im Thermoelement induzierte Strom 
genügte, um im Galvanometer gut meßbare Ausschläge zu er- 
zeugen, während andererseits die Rückwirkung so gering war, 
daß die Wellenausbildung auf dem Lechersystem nicht wesent- 
lich beeinflußt wurde. Zur Kontrolle einer solchen Beein- 
flussung war am Anfang der Doppelleitung ein festliegendes 
Thermoelement II angebracht, das zu einem Spiegelgalvano- 
meter mit Lichtzeigerablesung führte. Wurde der oben be- 
: > schriebene bewegliche Indikator längs der Drähte verschoben, 
80 trat in Intervallen von 4/4 eine Änderung des vom Thermo- 
element II hervorgerufenen Ausschlages um 3—4°/, ein, was 
offenbar seinen Grund in kleinen Reflexionen am Thermo- 
element I hatte. Mehr verringert werden konnte diese Rück- 
wirkung des Indikators I nicht, wenn noch meßbare Energien 
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in ihn gelangen sollten. Beim Arbeiten mit geringeren Sende- 
energien war ein Koppelabstand von 3 cm angängig. 

Der im ganzen Raum sichtbare, vom festliegenden Thermo- 
element II bewirkte Lichtzeigerausschlag diente zugleich als 
Kontrolle für die Konstanz der Sendeenergie während der 
Messungen. 

Einen schwierigen Punkt bildete das für den beweglichen 
Indikator zu verwendende Galvanometer. Anfangs wurde das 
Thermoelement mit einem Spiegelgalvanometer verbunden, 
Diese Anordnung bewährte sich indessen nicht, da die Galvano- — 
meterzuleitung mit dem Thermoelement verschoben werden 
mußte; sobald sich aber die Lage der Leitung änderte, trat = 
im Galvanometerausschlag eine Abweichung vom ursprüng- — 
lichen Wert ein. Einschalten von Drosselspulen und Ein- 
hüllen der Litze in einen geerdeten Metallmantel nützten ar 
nichts; selbst der oben erwähnte elektrostatische Schutz des 
Senders durch einen allseitig geschlossenen Blechkasten be- 
seitigte diese Störungen nur unvollkommen. 

Eine günstige Lösung fand diese Frage erst, als dem 
Institut von der Firma Zeiss in freundlicher Weise eins ihrer 
neuen Schleifengalvanometer!) zur Verfügung gestellt wurde. 
Der wesentliche Vorteil dieses Instrumentes besteht darin, daß 
es trotz seiner Empfindlichkeit, die bei einem inneren Wider- 
stand von 62 3.1077 A. pro Teilstrich der im Okular an- 
gebrachten Skala beträgt und durch Anwendung stärkerer Ver- 
größerungen bis zu 7,5-10-° A. pro Skalenteil gesteigert werden 
kann, ohne Anwendung irgendwelcher Vorsichtsmaßregeln trans- _ 
portabel ist. So ließ sich dieses Instrument ohne Schwierig- 
keiten mit dem Thermoelement an dem Lechersystem entlang _ 
führen. Es wurde zu diesem Zweck auf einen kleinen fahr- 
baren Tisch gesetzt, mit dem durch eine Holzleiste das Thermo- 
element starr verbunden war; während der Messungen konnte 
sich also nichts an dieser Empfangsanordnung verändern, was 
zu Störungen hätte Anlaß geben können. An ihrem unteren 
Ende trug die Holzleiste eine Marke, die an einem auf dem 


1) R. Mechau, Phys. Zeitschr. 24. S. 242. 1923. — Esseimirauch 
an dieser Stelle gestattet, der Firma Zeiss für ihr freundliches Ent- 
gegenkommen zu danken. & 

Annalen der ER IV. Folge. 73. 
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Fußboden liegenden Bandmaß die jeweilige Stellung des Thermo. 
elementes bis auf '/, cm genau anzeigte. 

Wie wenig diese ganze Meßeinrichtung die Wellenaus. 
bildung auf den Lecherdrähten störte, ist oben bereits erwähnt 
worden. Nunmehr konnte die experimentelle Untersuchung 
des zur Reflexionsvermeidung am Ende der Leitung "nötigen 


Widerstandes begonnen werden. 3 
äh IV. Der Endwiderstand. | 


- Der kompexe Widerstand 3, durch den das Lechersystem 
am Ende geschlossen werden soll, um die Bildung von stehen- 
den Wellen zu vermeiden, hat nach Gl. (3) die Größe: 


R+joL 
3= Va A+joRK 
Wie schon erwähnt, ist A stets gleich 0 und außerdem für 


alle bei den Messungen benutzten Drahtsorten J, 
daß für 3 die Annäherung gilt: sei “ae 


(11) 


Das ist aber der Operator eines Widerstandes Vx K dem 
eine kleine a 

parallel geschaltet ist. 

C’ ist verschwindend klein; fir 0,5 mm starken Kon- 
stantandraht beträgt z. B. der Wert von C’ nur 0,0425 cm bei 
einer Wellenlänge von 450 cm. So lag es nahe, die gestellte 
Aufgabe dadurch zu lösen, daß man C’ ganz unberücksichtigt 
ließ und an das Ende des Lechersystems einen reinen Ohm- 
schen Widerstand von der Größe Vz anlötete; 400—500 2 
kamen in Betracht je nach der Drahtsorte. 

Versuche mit einem Elektrolytwiderstand aus CuSO, 
Lösung führten so zu einem teilweisen Erfolg. Fig. 4a zeigt 
den Intensitätsverlauf längs zweier am Ende offener Konstantan- 
drähte von 0,5 mm Durchmesser; bei Aufnahme der Kurve 4b 
ist das Drahtsystem durch den berechneten CuSO,-Widerstand 


(12) C’ cm 
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von 533 2 geschlossen gewesen. Die wiedergegebene Kurve 
ist die glatteste, die durch Variieren des Endwiderstandes und 
der Versuchsanordnung zu erhalten war. Man sieht, wie die 
Wellenrefiexion am Ende des Drahtsystems beträchtlich ver- 
ringert ist. Daß sie sich nicht vollkommen beseitigen ließ, 
mag daran liegen, daß der Flüssigkeitswiderstand selbst eine 
gewisse Kapazität besitzt, die bei der Kürze der benutzten 
Wellen nicht unberücksichtigt bleiben darf. darf. 


Fr 


SC TBO ON LEME 


Fig. 4. 


Ein anderer Weg schien durch Benutzung eines dünnen, iR 
möglichst skineffektfreien Widerstandsdrahtes gegeben; ich = 
arbeitete mit 0,05 mm starkem Manganindraht. Doch derEr- 


und kapazitätsfrei gewickeltem Draht, geradliniges und zickzack- — 
firmiges Ausspannen des ungefähr 2 m langen Manganindrahtes 
— nichts führte zum Ziel. Der Grund dafür konnte nur darin 
zu suchen sein, daß auch hier selbst ganz geringe Kapazitäts- 
und Selbstinduktionswirkungen den Wert des Endwiderstandes 
beträchtlich beeinflußten, ohne daß es jedoch möglich gewesen 
wäre, experimentell solche Beeinflussungen auszuschalten. Es 
wurde z. B. der Widerstandsdraht absichtlich so gewickelt, 
daB er möglichst viel Selbstinduktion besaß und die un- 
erwünschten Kapazitätswirkungen infolgedessen überwogen 


folg blieb bei dieser Methode lange Zeit gänzlich aus. Sorg- —_ 
fältigstes Abgleichen des Widerstandes, Variieren seines Wertes > Lor 
in weitesten Grenzen, Versuche mit einem selbstinduktions- ec 
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werden mußten; ein parallel geschalteter, variabler Kond 
sator sollte dann die überflüssige Selbstinduktion wieder auf (1 
gleichen. Das Resultat blieb auch bei diesen Versuchen negati 
Die Schwierigkeit liegt eben darin, daß zwei Komponenten & Li 
Widerstandes, sein reeller und imaginärer Teil auf einen voy © 
geschriebenen Wert eingestellt werden müssen, was auf @ le 
pirischem Wege wohl nur möglich ist, wenn man durdg hs 
Rechnung schon Anhaltspunkte über die Größenordnung ¢ 
dabei zu berücksichtigenden und zu beseitigenden Nebe 
einflüsse hat. 

So mußte denn versucht werden, den Endwiderstand i 
einer solchen Form auszubilden, daß sich seine Kapazität 
und Induktivitätsverhältnisse voll und ganz rechnerisch übe. I 
sehen lassen. 

Die Möglichkeit hierzu ist gegeben, wenn man an d 
Lechersystem I ein 2. Paralleldrahtsystem II aus Widerstand 
draht anfügt (vgl. Fig. 5). Hat das „System“] 
road die Länge /,, so können für die Strom- u 
Spannungsverteilung in II die Kabelgleichunge 

in der Form angesetzt werden: 


(18) 


J,, = 7,4, + Sin 4, 


wenn der Index a die Werte am Anfang, e die am Ende ¢ 
Leitung II bezeichnet. y, ist analog wie früher die Fo 
pflanzungskonstante, §, die Charakteristik von II. Schlie 
man System II am Ende durch eine widerstandslose Brüc 


Fig. 5. 


kurz, so wird 

und durch Division der Gleichungen (13) ergibt sich: 
V. 

(14) 7, 73: 7, 4. 


Dieser Ausdruck stellt den Scheinwiderstand des Systems 
im Punkte A dar; er muß gleich § sein, wenn das Widerstan 
system seinen Zweck erfüllen soll. Dy 
Um die Bedingungen hierfür festzustellen, lösen wir in (IMist 
die Funktion Tg des komplexen Argumentes y, /, auf; da 
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onden zu setzen, und wir erhalten: 
Vor _ 
(15) Cof 2 8, 1, + 2 cos 2,1, 


„FE sorte variiert werden: /, und der Abstand d, der Drähte; die 
uf emg letzte Größe beeinflußt Z, und X,, I also in 9, und «, ent- 


durd§ halten. Es fragt sich nun: Kann = “= durch Verändern von /, 
ng Gi oder d, den verlangten Wert 8 Mn 


Net Die Antwort geben einige graphische Darstellungen. Auf 

a der Abszissenachse sind dabei immer die Werte von z, auf 
“ | der Ordinatenachse die Werte jy aufgetragen, so daß wir für 
1 übe In eine Vektordarstellung in der komplexen Ebene erhalten. 


2000: 


tems 
stand 


den gesamten Verlauf des Widerstandswertes 5 
% 


Drahtabstand d, = 1 cm ist und J, variiert wird; als Frequenz 

in (Mist A = 450 cm gewählt. Die beigeschriebenen Zahlen geben 
; dabfdas für den betreffenden Kurvenpunkt geltende J, in m an. 
Hiernach nähert sich mit wachsender Länge /, der Schein- 


V 
—*, wenn der 


en def Zwei Größen in dieser Gleichung können bei gegebener Draht- ö : 


Fig. 6 zeigt zunächst für 0,1 mm starken Konstantandraht es & 


4 
an d er, 
4 


widerstand spiralenférmig einem Grenzwert, nämlich der 
Größe 3,, die für die unendlich lange Leitung nach GI. (6) den 
Wellenwiderstand darstellt. 

Fig. 7 gibt dieselben Kurven für verschiedene Abstände 4, 
wieder; dabei sind nur — Kurvenstiicke gezeichnet, die 


fir Erfillung der Bedingung +* = 3 in Frage kommen. 


SchlieBlich kann noch die " Drahtdicke 2 o, variiert werden; 
_ entsprechende Kurven finden sich in Fig. 8. 


Jy a2 29. 


d,-2cm 


202 005mm 


20: "001mm 


in 


Fig. 7. Fig. 8. 


Insgesamt läßt sich aus den Kurven das Resultat ge 
winnen: Wenn der Vektor Te dem Vektor 3, der infolge 
seines äußerst geringen imaginären Bestandteils ganz flach 
unterhalb der z-Achse verläuft (vgl. den in den Figuren ein- 
getragenen gefiederten Vektor) gleich werden soll, so wird ent- 
sprechend den Kurven der Fig. 8 am ehesten die Wahl eines 
möglichst dünnen Widerstandsdrahtes (29, = 0,05 mm und 
kleiner) zum Ziele führen. Richtet man dann die Versuchs- 
anordnung so ein, daß d, und J, zugleich variiert werden 
können, so muß es, wie Fig. 7 lehrt, in der Tat möglich sein, 
durch genaue Einstellung von /, (ca. 250—300 cm) und 4, 
(kleiner 0,5 cm) dem Endwiderstand die verlangte Größe zu 
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Vom experimentellen Standpunkt aus sprechen jedoch wi i 
Gründe gegen diese Methode: Einmal findet eine genaue und ne 
stetige Veränderung von d, deshalb Schwierigkeiten, weil, wie 
später noch zu besprechen sein wird, es erforderlich ist, dab E 
das Lechersystem I und das Widerstandssystem II stets gleichen 
Drahtabstand besitzen; mit einer steten Veränderlichkeit von — 
d, müßte also auch eine solche von d, verbunden sein, was 
unausführbar ist; denn ein neues d, zieht auch stets einen 
anderen Wert von 3 nach sich, verändert also gerade die ge- ee 
suchte GréBe. 

Außerdem ist es natürlich für die Versuchsanordnung i 
wenig wünschenswert, daß das Widerstandssystem Längen von Dr 
2—3 m annehmen müßte; man poy vielmehr bestrebt sein, i 
möglichst mit Widerstandswerten zu arbeiten, die auf 
Anfang der Spiralen liegen, also ein kleineres J, erfordern, 

So lassen wir denn jene Möglichkeit der Darstellung von 
FA 
—: höchstens seinem reellen Teile nach durch Verändern von 


= 3 außer acht und haben es so nur noch in der Hand, 


i, dem gesuchten Werte 8 anzupassen; in seiner Phase bleibt 
es stets gegen diesen verschoben. 

Diese Phasenverschiebung ist jedoch jetzt im Gegensatz 
zu den früheren Versuchen, bei denen derselbe Übelstand den VS 
Erfolg vereitelte, der Berechnung zugänglich 
und kann leicht durch eine genau berechen- ae 
bare, an der Übergangsstelle 4 angebrachte 
Kapazität C (vgl. Fig. 9) ausgeglichen werden. Fig. 9. 


Setzen wir sina arcade 
(16) 


und wie oben 


Vay 


so lautet die Bedingungsgleichung dafür, daß das jetzige Wider- 
standssystem im Punkte 4 einen Scheinwiderstand von der — 
Größe 3 = a+ jb besitzt: 


der 
) den 
de 
d, 
die 
rden; 


Durch Trennung des reellen und imaginären Teiles ergeben 
sich die beiden Gleichungen: 


(18) x a 

b 

(19) y? a? + b? + aC. & 


Die Werte x und y sind andererseits bei gegebenem d, ab. 
hängig vom Parameter /,, müssen also auf einer der in den 
Figg. 6—8 dargestellten Kurven 
liegen. 

Man kann demnach in den Gl. (18) bis (20) C, x und y 
als die drei Unbekannten auffassen, aus dem Schnitt des 
Kreises (18), der die y-Achse im Nullpunkt berührt und dessen 
Mittelpunkt auf der z-Achse liegt, mit der Spirale (20) x und 
y, also die Länge /,, ermitteln und schließlich aus (19) den 
Wert von C berechnen. 

So ist in der jetzigen Form unser Endwiderstand der 
Rechnung vollkommen zugänglich. Die praktische Ausführung 
fand wenig Schwierigkeiten: Ich lötete den Widerstandsdraht 
am Ende des Lechersystems I an und spannte ihn in Ver- 
längerung der Lecherdrähte auf einem kleinen Brettchen aus; 
so war der Abstand d, von vornherein festgelegt. Als wider- 
standslose Brücke am Ende diente ein 5 mm dicker Messing- 
stab, der im Abstande d, 2 Rillen enthielt, in denen sich der 
Widerstandsdraht zur Veränderung von /, aufwickeln ließ, 
Der Kontakt in den Rillen erwies sich bei straffem Aufwickeln 
als vollkommen ausreichend. Der Messingstab war leicht dreh- 
bar in einem mit einer Führung versehenen, auf dem Brett- 
chen verschiebbaren Holzklötzchen angebracht. Diese An- 
ordnung ermöglichte ein genaues und bequemes Einstellen 
bzw. Variieren von /,. 

Um dasselbe auch bei der Kapazität C zu erreichen, 
wurde ein Funkenmikrometer benutzt, dessen Elektroden durch 
2 parallele Platten ersetzt waren. Die Plattengröße betrug 
36 gem, da nur Kapazitäten von etwa 10 cm in Frage kamen. 
Die Zuleitungen waren möglichst kurz gehalten und ebenfalls 
direkt am Leitungsende des Lechersystems I angelötet. 
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Auf diese Weise hatte man es in der Hand, den End- 
widerstand durch zwei voneinander unabhängige Einstellungen 
stetig zu variieren und so seinem imaginären wie seinem eelen 
Bestandteil die erforderliche Größe zu geben. Wichtig ist es, = 
zwei variable Teile zur Verfügung zu haben; denn man muß 
von vornherein erwarten, daß das theoretische, idealisierte ——_ 
Widerstandssystem sich beim Experiment nicht ganz streng $= 
nachbilden läßt und so nur auf empirischem Wege der richtige = 8 ~ 
Wert des Komplexwiderstandes eingestellt werden kann. Br 

In der Tat gelang es, mit dieser Methode die Reflexion 
der Wellen am Ende der Lecherdrähte zu vermeiden und ine 
annähernd glatte Kurve für die Intensitätsabnahme längs der 
Leitung zu erhalten. Eine an etwa 0,45 mm starkem Konstantan- 
draht für A = 500 cm durchgeführte Messung möge als Beispiel 
die beschriebene Methode zur Bestimmung des erforderlichen __ 
Widerstandssystems erläutern und die erreichbare MeBgenauig- —__ 
keit darlegen: 

Die genauen Daten des Lechersystems waren; 
Drahtabstand d = 2 cm; 
Drahtradius r = 0,0228 cm; 
Gleichstromwiderstand Rg, = 5,3 2 
Selbstinduktion 1 = 1797 cm; für 1 m Doppelleitung. 
Kapazität C = 0,631 - 1072 c.g. s. 

Aus Rg, ergibt sich nach der Zenneckschen Näherungs- 
formel!) R, = Rg, (0,997 k + 0,277), in der ix 


k= 
Raı +» 107 
ist, als Wechselstromwiderstand für 1 m Doppelleitung 


= 15,3 2. 

So berechnet sich schlieBlich die Charakteristik der Leitung, 
also der erforderliche Endwiderstand in 2 nach Gl. (11) zu: 
§ = 533,9 —j 5,98 

Als Widerstandsdraht für das Lechersystem II wurde 
0,05 mm starker Manganindraht verwendet; seine Daten sind 
für einen Zentimeter Doppelleitung: 

4,28 2; L,=277 cm; C, = 0,004155 x 107° 


1) Jd. Zenneck, a. a. O. 
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Hieraus ergibt sich: 
R, = 4,3 2; 3, = 816,1 — j 168; 


y, = 0,00263 + j 0,0128 = 8, + ja,. 


Zur Bestimmung der Gl. (20), also eines Kurvenstiickes 
der Spirale, die den Scheinwiderstand Je in Abhängigkeit 
Ja 


Be von /, darstellt, werden die entsprechenden Zahlen aus obigen 
ese Angaben in Gl. (15) eingesetzt, während /, der Reihe nach 
eae gleich 10, 15, 20, 25 cm gewählt wird. So ergeben sich für s 
a, 


die Werte in 2: 


Pe? Auf Grund dieser Berechnungen ist in Fig. 10 die ‚Kr 
gezeichnet, die also die Gl. (20) f(x, y) = 0 darstellt. 

FR Aus dem oben angegebenen 3 = 533,9 — j5,98 = a + ji 
‘ En wird nunmehr mit Hilfe der Gl. (18) der Kreis berechnet, der 
Fa mit der Spirale (20) zum Schnitt ge- 
Sie Y 4 bracht werden soll. Die Kurve II in 

u : Fig. 10 ist das Stiick dieses Kreises, 

ay das wir hier brauchen. Als Schnitt- 


punkt von I und II, also von (18) und 


20 (20), entnehmen wir der Figur: 

z=855 09; y=-19 2. 

AuBerdem ergibt die Kurve I zu 
BR dem gefundenen Wert von x durch 
graphische Interpolation sofort die für 
das Widerstandssystem erforderliche 
Be . Länge 4, = 19cm. So kaun Fig. 10 
Ri ER ps fir alle Messungen bei 4 = 500 cm 
2 benutzt werden; man hat nur immer 
Br Fig. 10. aus den Daten des zu untersuchenden 
Lechersystems den Kreis (18) zu be- 
re rechnen und in das Kurvenblatt einzutragen, um 2 und / 


 &blesen zu können. In Fig. 10 sind als weitere Beispiele die 
Kurven II noch für einige andere Drahtsorten angegeben. 


3 
A 


rve I 


t jb 
der 
Im 
ises, 
nitt- 
und 


[ zu 
urch 
fiir 
iche 
. 10 
cm 
mer 
iden 
be- 
id / 
die 


Eine neue Methode zur Messung von Drahtwiderständen. 445 


Wir haben schließlich noch den Wert der Kapazität C 
zu bestimmen; er ergibt sich durch Einsetzen der entsprechen- 
den Zahlengrößen in die Gl. (19) zu C = 10,35 cm; der Platten- 
abstand d des Kondensators muß hiernach bei einer Platten- 
größe S = 36 gem 2,77 mm betragen, falls man ihn nach der 


Formel C = 8 berechnet. 
And 


So ist unser Endwiderstand vollkommen bestimmt. = 
Mit wie großer Annäherung die bei offenem Drahtsytem 
wellenférmige Intensitätsverteilung sich bei Benutzung des 
eben berechneten Widerstandsystemes in eine gleichmäßig ab- 
nehmende verwandeln läßt, zeigen die in Fig. 11 wieder- 
gegebenen Messungen, aus denen zugleich hervorgeht, wie 
genau der Endwiderstand eingestellt werden muß, damit man 
die gewünschten Resultate erhält. In der ersten Meßreihe hat 
der Plattenabstand d des Kondensators seinen „günstigsten“ 
Wert d= 4,0 mm, während die Länge /, des Widerstands- 
systems variiert worden ist; bei den Messungen der 2. Spalte 
wurde umgekehrt verfahren; wir sehen, daß sich durch die 
bei /, = 19cm und d= 4 mm gemessenen Punkte zwanglos 
eine glatte Kurve legen läßt. Der durchschnittliche Unter- 
schied zwischen einem Maximum und dem darauf folgenden 
Minimum der gemessenen Intensität, der bei offenem Draht- 
system 95°/, und bei den Messungen mit einem CuSO,-Wider- 
stand noch 28°/, betrug (vgl. Fig. 4), ist hier auf 9°/, reduziert. 
Man muß jedoch beachten, daß die bei der günstigsten Wider- 
standseinstellung erhaltenen Kurven nicht mehr eine aus- 
gesprochene Wellenbildung, sondern unregelmäßigere Schwan- 
kungen aufweisen; diese können offenbar kaum noch von 
Reflexionen am Leitungsende herrühren, sondern müssen ihre 
Ursache in irgendwelchen Störungen haben, die durch die 
Draht- und Rohrleitungen an der Decke des Versuchsraumes 
sowie durch Wellen, die sich direkt vom Sender durch die 
Luft fortpflanzen, bedingt sind. Außerdem sahen wir früher, 
daß kleine Reflexionen am Indikator infolge seiner Rück- 
wirkung auf das Lechersystem unvermeidlich sind und Schwan- 
kungen der Energiewerte von etwa 4°/, zur Folge haben; auf 
Rechnung dieses Übelstandes muß auch ein Teil jener im 
Resultat noch vorhandenen Unregelmäßigkeiten gesetzt werden. 
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Wenn man alle diese Umstände berücksichtigt, darf wohl 
gesagt werden, daß der gefundene Endwiderstand tatsächlich 
ay die Wellenreflexion am Leitungsende unterbindet, also seinen 
Zweck erfüllt. Jedenfalls ist es möglich, die Intensitäts- 
abnabme längs der Lecherdrähte als annähernd glatte Kurve, 
_ die nur noch Schwankungen von wenig Prozenten aufweist, zu 


messen 

SKI. 

fly: 2200 | 


a | 0-35 

Pi 190 d»40 
0 


a 4 4 4 


Fig. 11. 


2 Als Voraussetzung für dieses Resultat ist aus den Kurven 
der Fig. 11 zu entnehmen: Die Länge J, des Widerstands- 
systems muß bis auf 1 mm, d. i. '/,°/,, der Plattenabstand d 
des Kondensators C bis auf '/,, mm oder 2!/,°/, genau ein- 
gestellt werden. Bemerkt sei hierbei, daß die günstigste 
Länge /, = 19 cm bei den Messungen der Fig. 11 genau dem 
theoretischen Wert gleich ist, während dem günstigsten Platten- 

abstand d= 4 mm eine etwa 30°/, kleinere Kapazität ent- 


§ 
: 
ad 
a 
| 
= 
AD 
‘a 
—m 


Eine neue Methode zur Messung von Drahtwiderständen. 447 


spricht, als die Rechnung ergeben hatte. Der Grund dieser 
Abweichung ist wohl in der Kapazität der Zuleitung zu suchen. 

Bevor nun diese Ergebnisse zu Widerstandsmessungen 
verwertet wurden, erschien es zweckmäßig, die gefundene Sat 
Methode der Reflexionsvermeidung noch unter anderen Ver- pa 
suchsbedingungen auf ihre Brauchbarkeit hin zu prüfen, um as 
so die Grenzen ihrer Anwendungsmöglichkeiten kennen zu 
lernen. 


V. Wirkung des Endwiderstandes unter verschiedenen 
Versuchsbedingungen. 
Es sei an dieser Stelle zunächst kurz ein Versuch er- ? 
wähnt, der ohne positive Resultate geblieben ist. Die Frage 
liegt nahe, ob für die Darstellung des Endwiderstandes nicht 
auch ein am Ende offenes Lechersystem II geeignet ist. 
Theoretisch muß das allerdings der Fall sein; es ändert sich 
in den Berechnungen nur die Gl. (14) um in 


= 8, Ctg7,4, 


und wenn man bei der graphischen Auswertung analog wie 
früher verfährt, so ergibt sich hier ebenfalls bei Verwendung 
von 0,05 mm starkem Manganindraht für das Widerstands- 
system ein Schnittpunkt des Kreises (18) mit den aus der 
obigen Gleichung zu berechnenden Kurven f (z, y)=0; d.h. 
die Darstellung von 3 muß auf die hier behandelte Art mög- 
lich sein. Experimentell war jedoch mit dieser Methode kein 
Erfolg zu erzielen, was vielleicht daran liegen mag, daß gerade 
in dem am offenen Leitungsende vorhandenen Spannungsbauch 
leicht durch die Umgebung, insbesondere durch die Spann- 
schnüre kapazitive Beeinflussungen entstehen können. 

Bei einer systematischen Untersuchung des im vorigen 
Abschnitte ausgearbeiteten Widerstandssystems, das sich gut 
bewährt hatte, mußte man sich zunächst fragen, in welcher 
Weise der Endwiderstand von der Frequenz abhängig ist. Da 
aus den oben angestellten Berechnungen der Einfluß des 
Gliedes w nicht in übersichtlicher Form abgeleitet werden 
kann, wurde auch hier wieder eine graphische Darstellung 
benutzt: In Fig. 12a ist die berechnete Länge /, des Wider- 
standssystems, in Fig. 12b die erforderliche Kapazität C als 
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Funktion von Diese Kurven gelten fiir Manganin- 
draht von 0,05 mm Durchmesser. Aus ihnen ist eine beträcht- 
liche Abhängigkeit der Daten des Widersstandsystems von der 
Frequenz ersichtlich; es muß daher bei den Messungen auf 
eine große Konstanz der benutzten Wellenlänge geachtet 
werden. 


2 t 
2 P Pas 
/ 

4 s 
>, 7 
7 2. 


—Ainm —Amm 
Fig. 12. 


; Bei der experimentellen Prüfung ergab sich eine gute 
5 Übereinstimmung mit den Berechnungen: Die in Fig. 12a 
eingetragenen Punkte geben die Längen /, an, bei denen für 
die betreffende Frequenz die Wellenreflexion durch den Wider- 
stand beseitigt werden konnte; die dabei nötigen Kapazitäten ( 
sind der Fig. 12b zu entnehmen. Wieder zeigt sich, daß beim 
Experiment immer die Kapazität C um einen konstanten 
Betrag kleiner sein muß als die berechnete, während das er- 
forderliche /, genau mit dem theoretischen Wert übereinstimmt. 
Die Genauigkeit, mit der der Widerstand bei diesen Versuchen 
die Reflexion der Wellen verbinderte, war für alle unter- 
suchten Frequenzen ungefähr die gleiche, so daß gesagt werden 
kann: Die im vorigen Abschnitt ausgearbeitete Form des End- 
widerstandes entspricht mindestens in dem Wellenlängenbereich 
von 3-6 m den gestellten Anforderungen. 
- Kine andere Reihe von Versuchen sollte klarlegen, ob 
der Drahtabstand d, des Widerstandssystems einen Einfluß auf 
die Wirkungsweise des Endwiderstandes hat. Bisher war das 
zweite Lechersystem stets genau in Verlängerung des ersten 
 ausgespannt, besaß also auch denselben Drahtabstand wie 
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dieses. Theoretisch scheint das nicht unbedingt erforderlich, 
wohl aber ergab das Experiment jene Anordnung als die einzig 
brauchbare. Es gelang nicht, den stetig abnehmenden Kurven- 
verlauf wie in Fig. 11 zu erhalten, wenn d, kleiner als der 
Abstand d, beim ersten Lechersystem gewählt wurde; für 
d, = 1 cm und d, = 2 cm betrugen z. B. die geringsten Unter- 
schiede zwischen Energiemaximum und folgendem Minimum 
etwa 30°/,; noch wesentlich schlechtere Resultate ergab die 4 
Wahl d, größer d,. Es tritt in diesen Fällen eben offenbar = 
eine teilweise Reflexion der Wellen an der Gene 
von System I zu System II auf, die nicht zu beseitigen ist; — 
selbst wenn der Abstand d, allmählich in d, übergeführt wurde. 
war der Erfolg nicht besser. Br 
Ein wesentlicher Punkt ist schließlich die Wahl des us t 


hist 


te 


Konstantandraht scheiterten, und /1” 
erst bei Verwendung von Man- 
ganindraht, ® = 0,05 mm, ließen 
sich die mitgeteilten Resultate er- 
zielen. Weshalb sich die genannten 
Konstantandrähte als ungeeignet 
erwiesen, erklärt Fig.18: I und II 
stellen bzw. für den Konstantan- 
draht von 0,2 mm und 0,1 mm 
Durchmesser Stücke der Spiralen 
(20) f (x, y)= 0 bei einem Draht- 
abstand von 2 cm dar; die an- 
geschriebenen Zahlen bedeuten die 
Längen /, für die betreffenden 
Punkte in Zentimeter. Zum Ver- 
gleich ist in III die entsprechende — 
Kurve des 0,05 mm starken Man- ‘Fig. 18. ty 
ganindrabtes gezeichnet. Die Figur 
zeigt, daß I und II gerade eben noch mit dem Kreis zum 
Schnitt gelangen, daß wir uns also bereits an der Grenze der 
Anwendungsmöglichkeit unserer Methode befinden. Außerdem 
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muß beachtet werden, daß die Benutzung stärkerer Wider. 
standsdrähte größere Kapazitäten C zur Folge hat; bei den 
Versuchen mit Konstantandraht war z. B. ein etwa 5mal a 
großes C erforderlich wie bei denen mit Manganindraht. Ky 
ist aber nicht ausgeschlossen, daß die Verwendung größerer 
Kondensatorplatten eine Beeinflussung des Lechersystems zur 
Folge hat und so Anlaß zu Störungen gibt. 


Man hat demnach bei der Ausarbeitung des Endwider- 
standes auf eine ganze Reihe wichtiger Punkte zu achten. 
Von Interesse ist es schließlich noch, zu untersuchen, ob die 
Anordnung des Lechersystems selbst zu Wellenreflexionen 
Veranlassung geben kann, bzw. inwieweit benachbarte Gegen- 
stände sich störend bemerkbar machen. Zweierlei Versuche 
galten der Entscheidung dieser Frage: 


Als erster Versuch wurde über dem Drahtsystem in einigen 
Metern Entfernung von seinem Ende eine 0,5 x 1,5 m große 
Kupferplatte horizontal aufgehängt. Diese durfte das elektro 
magnetische Feld der Drähte nicht stören, wenn sie soweit von 
ihnen entfernt war, daß sie nur einen verschwindend geringen 
Teil der Kraftlinien schneiden konnte. Andernfalls war zu 
erwarten, daß an der Störungsstelle Reflexionen auftraten, ganz 

ne 5 unabhängig vom Endwiderstand. Die Messung 

bes: . ergab als den geringsten Abstand zwischen 
6 Platte und Drähten, bei dem keine merkliche 
Beeinflussung mehr vorhanden war, einen 
solchen von 25 cm. Wie bei weiterer An- 
näherung der Platte die vorher stetige Energie- 
abnahme allmählich in eine wellenförmige über- 
ging, ist aus Fig. 14 zu ersehen, in der als 
Abszisse die Abstände a der Platte vom 
Fig. 14. Lechersystem, als Ordinate die Unter- 
schiede A zwischen Energiemaximum und 
Energieminimum in Prozenten aufgetragen sind; vernachlässigt 
wurden hierbei die geringen unregelmäßigen Schwankungen im 
Intensitätsverlauf, die bereits an Hand der Fig. 11 diskutiert 
worden sind. Ein stark störender Einfluß der Wände des 
Versuchsraumes und insbesondere der an der Decke entlang 
laufenden Drähte und Rohrleitungen war also bei der be- 
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nutzten Anordnung (das Lechersystem befand sich !/, m unter- 
halb der Decke) nicht gut möglich. 

’ Anders lag jedoch der Fall, wenn man — das war der 
zweite Versuch — den Abstand d, der Lecherdrähte, der bis- — 
her 2 cm betrug, vergrößerte. Es zeigte sich, daß bei einem 
Drahtabstand von 3 cm noch keine merkliche Änderung in den 
für d, =2 cm erhaltenen Resultaten auftrat; dagegen hatte 
bereits eine gegenseitige Entfernung d, =5 cm der Drähte 
ten | eine wellenförmige Schwankung der Energiewerte um etwa 
die 15% zur Folge, die sich durch Regulieren am Endwiderstand — 
nicht verringern ließen. Es sind diese Reflexionen wohl sicher 
auf Rechnung der Umgebung des Lechersystems zu setzen. 
‚che | Zusammenfassend lassen sich also folgende Richtlinien für 


eine richtige Anordnung der Apparatur gewinnen: 
Der Drahtabstand des Lechersystems darf 3 cm möglichst : 


gel | nicht überschreiten, wenn ein störender Einfluß von Gegen- 
‘oe standen in etwa 30 cm Umgebung der Drähte ausgeschaltet 
sein soll. Das den Endwiderstand bildende Lechersystem LI 
vou | ist als unmittelbare Fortsetzung der ersten Doppelleitung — 


ZU U möglichst dünnem Widerstandsdraht herzustellen. Es lassen 
sich dann die Wellenreflexionen aın Leitungsende vermeiden. 
ung | Inwieweit diese Methode zu Widerstandsmessungen nr 


hen ist, sollen die Beispiele des folgenden Abschnittes lehren. 

iche 
gie- Die vorigen Kapitel haben bereits gezeigt, daß es mit 


ber- | Hilfe des angegebenen Endwiderstandes möglich ist, einen an- — 
als } nähernd gleichmäßig abnehmenden Energieverlauf längs der — 
vom | Lecherdrähte zu erzielen. So bleibt nur noch die Frage zu 
ter- | erörtern übrig, ob die Intensitätsabnahme tatsächlich nach — 


sigt | der Absorptionsindex « bzw. der Wechselstromwiderstand der 
im | Drähte ermitteln läßt. 
iert Es ist daher in Fig. 15a zunächst eine für Konstantan- Zu 
des $ draht von 0,5 mm Durchmesser bei einer Wellenlänge von — 
ang | 458 cm erhaltene Meßreihe durch die eingetragenen Punkte — 
be- # wiedergegeben und zum Vergleich damit der für diesen Draht 
Annalen der Physik. IV. Folge. - 
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theoretisch sich ergebende Intensitätsverlauf durch die ang 
gezogene Kurve dargestellt. 

Der theoretischen Berechnung des Intensitätsverlaufes lag 
dabei die Formel für die Abnahme der a ia? 
der Drähte >: 


(21) 
zugrunde, in der J die Stromamplitude im Punkte z, J, die 
Stromstärke am Anfang z, der Leitung bedeutet. Da durch 
das Thermoelement Galvanometerausschlige hervorgerufen 
werden, die proportional dem Quadrat der Stromampliteg 
sind, so miissen wir statt (21) die Gl. 


- 


benutzen, wenn mit 4 der der Stromamplitude J, mit ‘il der 
dem Strom J, entsprechende Galvanometerausschlag beseichug 
wird. Der Alserpiieusinden x ist demnach gleich 28 und hat, 
wie aus Gl. (10) folgt, die Größe 


x 


(23) x=R 


K und Z sind durch die Formeln 
K=—*— bw. L=4mn4+ J, 


4c* ln — 


aus den gegebenen Daten des Drahtes berechenbar; dabei is 
J, der Teil der Selbstinduktion, der vom Feld im Drahtinnem 
herrührt u. mit Hilfe = Zenneckschen Tübarungeloenel 
= (1,007 k — 0,04) 


berechenbar ist. Speziell in unserem Beispiel ist 
K = 0,631-10-* c.g. s.; Z = 1797 cm. 
Für 2 wurde der mit Hilfe der schon früher erwähnten Formd 
Ry = Re (0,997 k + 0,277) 
aus dem gemessenen Gleichstromwiderstand Rg, = 5,17 2 er 
mittelte Wert #,, = 15,98 2 eingesetzt und so x berechnet zu 
x = 0,000299. 
DJ. Zenneck, a. a. O. 
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Die Ubereinstimmung zwischen den gemessenen und be- 
rechneten Werten ist gut; es würde sich ohne Mühe in Fig. 15a 
durch die gemessenen Punkte eine glatte Kurve legen lassen, 
die von der theoretischen nur wenig abweicht. Prinzipielle 
Fehler können demnach wohl kaum noch in der Methode ent- 
halten sein. 

Um nun umgekehrt aus den einzelnen beobachteten Aus- 
schlägen A,, A,... mit Hilfe der Gl. (22) « zu ermitteln, 
wendet man zweckmäßig die Methode der kleinsten Quadrate 


0 x 
a .., Nickelin 0,2 mm 
Ai 
i i iL L i 
012345678 


an, und zwar kommt das im „Lehrbuch der prakt. Phys.“ von 
Kohlrausch (12. Aufl.) auf S. 16ff. angegebene Verfahren 
mittels eingeführter Näherungswerte in Frage; denn die An- 
wendung der Methode der kleinen Quadrate unmittelbar auf 


Wir führen analoge Bezeichnungen ein, wie sie Kohl- | 
rausch benutzt: 
Nach Gl. (22) ist ABLE 


Die Näherungswerte seien mit {4,} und {x} bezeichnet, so daß 


aus 
lag 
i 
rufen 
itude 
3 
. 
An 
gen, die nicht direkt auflösb Baie 


A= {A} +9, 


Ay 
- {4} der Wert von 4, der durch Einsetzen von {4,} statt 4, 
und {x} statt x in Gl. (22) entsteht; 


ist. Ferner sei: 


ER 


Damit ergibt sich für das Korrektionsglied « der Wert 


Sab-Sab- Sa 


(24) é= 


So ist x = {x}+e aus den 
wenn man einen Näherungswert {x} kennt; als solcher wurde 
der aus Formel (23) berechenbare theoretische Wert des Ab- 
sorptionsindex benutzt. 


So gestaltete sich nunmehr der Verlauf einer Absorptions- 
messung folgendermaßen: Der erforderliche Endwiderstand 
wurde nach den früheren Angaben berechnet und möglichst 
genau eingestellt. Hierauf begannen die Messungen der In 
tensitätsverteilung zunächst in einem kleinen, etwa eine Wellen- 
länge umfassenden Bereiche des Lechersystems; sie hatten den 
Zweck, festzustellen, in welchem Maße die Reflexionen am 
Leitungsende beseitigt waren. Durch systematisches Verändern 
der Länge /, des Widerstandssystems und der Kapazität ( 
wurde so die richtige Einstellung des Endwiderstandes er- 
mittelt, bei der die Intensitätsschwankungen auf das erreich- 
bare Minimum herabgedrückt waren. Nach diesen etwas müh- 
seligen Vorbereitungen konnte die Messung längs der ganzen 
Lecherdrähte beginnen; gewöhnlich wurde in Abständen von 
je 50 cm eine Beobachtung ausgeführt. Zwei Beispiele für die 
so erhaltenen Meßreihen zeigt noch Fig. 15b. 


Für die Auswertung erwies es sich als nötig, die im Be 
reiche der ersten 3 m des Lechersystems gemachten Beobach- 
tungen nicht mit zu verwenden, weil hier noch eine direkte 
Beeinflussung des Thermoelements vom Sender aus stattfand, 


die sich in den Messungen durch zu große Werte bemerkbar 
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So standen für die Bestimmung von x immer ungefähr 
35 Beobachtungen zur Verfügung; aus ihnen wurde x auf die 
angegebene Art berechnet. 

Die gewonnenen Ergebnisse aus Messungen an verschieden- 
artigen, unmagnetischen Drahtsorten sind in der folgenden 
Tabelle zusammengestellt: 


onstantan | 0,455 | 5,17 | 458 | 15,15] 10,57] 0,0002971 | 15,835 | 15,98 —0,14 0,91 


Nickelin | 0,19 24,00 | 503 | 23,4 | 8,36! 0.0005599 
feusilber | 0,485 | 2,80 |449 | 19,0 | 9,27| 0,0002166 | 11,547 | 11,58 |—0,03 | — 0,37 


„Ai sl 8 as 
Material 8 go «gem | & |E 
= ~ = = | 


10,455 | 5,17 | 389 | 11,8 | 10,7 | 0,0008255 | 17,347 | 17,22 +0,13 |+0,74 
0,455 | 5,17| 553 | 10,2 | 0,0002723 | 14,54 14,67 | —0,13 | —0,89 
Messing [0,51 | 0,88 | 505 | 19,1 | 10,29|0,0001108 | 5,856 | 5,97 !-0,11 |—1,92 
0,685 | 0,40 | 500 | 17,45] 11,31) 0,00008406| 4,018| 4,00 |+0,02 | +0,45 

36,242 | 36,12 |+0,12 |+0,84 


1,01 | 0,74 | 508 | 16,3 | 12,24 0,0001195 | 5,328| 5,43 |-0,10 | - 1,87 


Zu dieser Tabelle ist noch zu bemerken, daß die Wellen- 
längen A stets auf einem auf einer festen Bank ausgespannten, 
aus 2 mm starkem Kupferdraht bestehenden Lechersystem ge- 
messen wurden. Auf diese Weise ergibt sich annähernd der — 
für den leeren Raum geltende Wert von 4. — Die Wider- 
standswerte der Spalte „AR, nach Zenneck ber.“ sind aus den — 
Gleichstromwerten Rg, nach der schon mehrfach erwähnten 


Ry = Ror (0,997 x + 
berechnet worden, die sich leicht in fae Fr 


= 18 688 BAS 40,917 Ba 


smformen. Sie ist jedoch entsprechend der Angabe yon 
Zenneck nur fiir x = 1,5...10 verwendbar; fiir andere Werte 
von x kann der Faktor von Fg, aus den graphischen 7 
stellungen in der Zenneckschen Arbeit entnommen werden. 
Auf diese Weise mußte in den obigen Messungen bei dem 
Nickelindraht (* = 1,25) verfahren werden. 

Die angeführten Messungen zeigen: Der angegebene End- 


ende in genügendem Maße, um das Abklingen der Intensität 
längs des Lechersystems messend verfolgen und aus diesen 
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Messungen A, bis auf mindestens 0,15 2/m, d. i. je nach 
 Drahtsorte auf 1—2°/,, genau ermitteln zu können. 

Ferner ist ersichtlich, daß durch die hier ausgearbeitete 
Methode eine Untersuchung dünner wie dicker Drähte mit 
gleicher Genauigkeit durchführbar ist, daß also tatsächlich Be- 
schrärkungen, wie sie bei der eingangs erwähnten Arkadiew- 
schen Methode vorhanden waren, hier nicht in Betracht kommen, 


Zusammenfassung. 

1. Es wurde eine Methode zur Messung von Wechsel. 
stromwiderständen bei sehr hohen Frequenzen (Wellenlängen 
von einigen Metern) ausgearbeitet; als Grundlage dieser Methode E 
diente das Ergebnis der Kabeltheorie, daß auf einem Lecher- : 
schen Drahtsystem das Abklingen der Wellenintensität in ein- i 
facher Weise von ihrem Widerstand abhängt, wenn die Drähte 


am Ende durch einen Widerstand von der Größe der Charakte. ä 
ristik 3 der Leitung geschlossen sind. 

2. Die Hauptschwierigkeit bildete die Herstellung des ‘ 
Endwiderstandes; ein einfacher Draht- oder Fliissigkeitswider- # |, 
stand war nicht brauchbar. Dagegen erwies sich als geeignet Q 
ein zweites, am Ende geschlossenes Lechersystem aus Wider- I 
standsdraht mit parallel geschalteter Kapazität. Es wurde ein Q 


graphisches Verfahren zur Ermittlung der Drahtlänge dieses 8 
zweiten Lechersystems und der Kapazität angegeben und ge- 
zeigt, daß die Reflexionen am Ende der Leitung durch dieses 1 
Widerstandsystem bis auf wenige Prozent beseitigt werden. ] 

3. Die Methode wurde angewandt zur Messung des Wider- ( 
standes von Konstantan-, Messing-, Neusilber- und Nickelin- | 
drähten von 0,2—1 mm Durchmesser bei Wellen von 3,9—5,5 m 
Länge; es ergaben sich die von der Theorie geforderten Werte 
der Widerstände mit einer Fehlergrenze von +0,15 2/m. 

Die vorliegende Arbeit ist am Physikalischen Institut der 
Universität Jena ausgeführt worden. Es ist mir eine an 
genehme Pflicht, Hrn. Geheimrat Prof. Dr. M. Wien für seine 
freundliche Unterstützung und Förderung der Arbeit, sowie 
Hrn. Prof. Dr. Busch für die Anregung zu dieser Aufgabe 
und sein ständiges reges Interesse an dem Fortgang derselben 
herzlichst zu danken. 


(Eingegangen 29. August 1928.) 
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von Otto Halpern. REDEN 


In der vorliegenden Arbeit!) wird zuerst eine kurze Uber- — 
sicht über die bisherigen Versuche zur Deutung der Photo- 
phorese gegeben. Hieran schließt sich die Aufstellung eines 
allgemeinen thermodynamischen Kriteriums für Radiometer- 
kräfte, aus dem sich Abschätzungen über die Temperatur- — FR 
sprünge an Radiometern ergeben. Die Diskussion dieser auf- 
tretenden Temperatursprünge führt zu einem Deutungsversuch 
einer Reihe bisher ungeklärter Schwierigkeiten. ae 

I. Die Bemühungen, die von Ehrenhaft entdeckte — 
negative Photophorese?) durch strahlungstheoretische Uber- 
legungen zu erklären, haben sich, wie vorauszusehen, gar bald 
als unmöglich herausgestellt?) und damit die Auffassung der 
Photophorese als negativer Radiometereffekt besonders nahe- 
gelegt. Die Arbeiten von Rubinowicz und Laski und Zerner 
suchen nun dieses Problem durch exakte Rechnung zu lésen.*) 

Der Rechnungsgang ist bei beiden Autoren etwa der 
folgende: Es wird aus dem gegebenen elektromagnetischen 
Felde des einfallenden Lichtstrahles die Absorption im Innern 
der Kugel als Funktion des Ortes bestimmt, die Wärmeleitungs- 
gleichung für die hierdurch gegebenen Quellen und eine be- 


1) Die Arbeit erscheint sehr verspätet. Ihr wesentlicher Inhalt 
wurde bereits im Dezember 1920 in der Wiener Chemisch-physikalischen 
Gesellschaft vorgetragen, vg!. auch Auz. d. Wiener Akad, der Wissen- 
schaften vom 14. X. 1920, 

2) F. Ehrenhaft, Ann, d. Phys. 56. 8.81. 1918; I. Parankie- 
wiez, Ann, d. Phys. 57. 8.489. 1918; I. Mattauch, Ber. d. Wiener 
Akad. d. Wissenschaften physik.-naturw. Klasse IIa. 129. S. 867. 1920, 

3) Vgi. die bei Mattauch a. a. O. 8, 867, 868, Anm, zitierte Lite- 
ratur. 

4) Im folgenden zitiert als R. bzw. L. u. Z,I,u. II, I, A. Rubi- 
nowicz, Ann. d. Phys. 62. 8. 691. 1920; II. Zeitschr. f. Phys. 6, 8. 405, 
1921; I. Laski u. Zerner, Zeitschr. f. Phys. 8. S. 224. 1920; u tens 
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stimmte Randwertbedingung integriert und schließlich die auf- 
_ tretende Radiometerkraft durch einen gaskinetischen Ansatz 
mit den Temperaturerhöhungen an der Kugeloberfläche in 
Verbindung gebracht. Der elektromagnetische Teil der Rech- 
mung ist in beiden Arbeiten prinzipiell der gleiche. Sie unter- 
__ seheiden sich in physikalischer Hinsicht lediglich in der Rand- 
f  bedingung des Wärmeleitungsproblems und in dem Kraft- 
ansatz für die Radiometerkraft. Rubinowiez nämlich setzt 
unter der Voraussetzung 1 >> a (a Kugelradius, I freie Weg- 
länge des umgebenden Gases) die Temperatur im Gas an der 
Kugeloberfläche gleich der im Unendlichen und verwendet für 
_ die Radiometerkraft einen von Knudsen aus seinen Versuchen 
an Platten!) abgeleiteten Kraftausdruck. Zerner und Laski 
hingegen verlegen unter der Voraussetzung 1 < < a nicht den 
ganzen Temperatursprung in die unmittelbare Umgebung der 
_ Kugeloberfläche, sondern nehmen außerdem einen allmählichen 
Temperaturausgleich im Gase an. Den Ausdruck für die 
Radiometerkraft gewinnen sie durch Berechnung der Be- 
wegungsgröße, die beim Wärmeausgleich an der Kugelober- 
fläche und im Gase auf die Kugel übertragen wird. Die 
Arbeit von Rubinowicz ist bei Atmosphärendruck und der 
gewöhnlich für Beobachtungen verwendeten Partikelgröße von 
etwa 10cm nur angenähert gültig und beansprucht die Er- 
scheinungen mit abnehmenden Druck immer besser wieder- 
zugeben; hingegen hat die Zerner-Laskische Theorie wegen 
Bedingung 1< <a für die Photophorese keine direkte Be- 
deutung. Nichtsdestoweniger wollen wir, wie dies ja auch die 
Autoren tun, ihre Resultate zur Deutung der photophoretischen 
Erscheinungen heranziehen und sie also auf ein Gebiet an- 
wenden, für das sie nicht abgeleitet sind; es wird sich dabei 
das für das folgende nicht unwesentliche Resultat heraus- 
stellen, daß die beiden Theorien zwar numerisch verschiedene 
Werte ergeben mögen, jedoch für die Abhängigkeit vom Druck 
und der chemischen Natur des umgebenden Gases überein- 
stimmende Resultate liefern. 
Das wichtige Ergebnis dieser Arbeiten und zwar in erster 
Reihe der von Rubinowicz ist der Nachweis der Mög- 
lichkeit eines negativen Radiometerdruckes. Wenn wir aber 
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sonst einen Vergleich der gewonnenen Ergebnisse mit den 
Beobachtungen vornehmen, so fällt dieser sehr zu Ungunsten 
der Theorie aus. KR 
Kein besonderes Gewicht wollen wir hierbei auf den ee. 
stand legen, daß die photophoretischen Kräfte nach beiden — 
Theorien von der Art des umgebenden Gases nicht ganz un- 
abhängig sind, sondern sich um Faktoren von der Größen- 
ordnung 1 unterscheiden, während die Beobachtung — 
hingigkeit von der Art des umgebenden Gases ergab. (Auch 
in der Theorie von Laski und Zerner ergibt sich nämlich bei 
Auswertung ihrer Schlußformel!) die Radiometerkraft in H 
anders als in Ar. Die Autoren haben nämlich den Faktor 
1 


Aa 
1+27- 


übersehen, der in den genannten Gasen wie 1:1,5 variiert. 
Es ergibt sich also auch aus der klassischen Theorie eine 
ähnliche Abhängigkeit wie nach der Knudsenschen Theorie 
des Temperatursprunges, die etwa 1:3 liefert.2)) Wir wollen 
uns nämlich der Ansicht von Rubinowiez anschließen, daß 
die vorliegenden spärlichen Messungen?) nicht ausreichen und 
neue zur Entscheidung dieser Frage erforderlich sind. 

Dagegen besteht in der Frage des Druckeinflusses zwischen 
Theorie und Experiment ein scharfer Widerspruch. Sowohl 
die älteren provisorischen Messungen von Ehrenhaft und 
Parankiewicz, die Druckunabhängigkeit erhielten, als auch 
die neueren exakten von Mattauch*), welcher relativ schwache a 
Druckabhängigkeit festzustellen vermochte, widersprechen der Di. 
von der Theorie geforderten Proportionalität zwischen Radio- 
meterkraft und Gasdruck.>) 


1) L. u. Z., 1. 8. 236. ay 
2) Vgl. zu diesem Punkte L. u. Z., II. 8. 413, Anm. de Sit 


3) Parankiewicz, a. a. O., S. 513, fünf qualitative Risch 

4) Phys. Zeitschr. 28, S. 444. 1922. 

5) Auch an dieser Stelle ist darauf hinzuweisen, daß die Laski- 
Zernerschen Rechnungen trotz ihrer prinzipiellen Unanwendbarkeit auf 
den vorliegenden Fall bei richtiger Auswertung der Radiometerformel 
praktisch dasselbe Gesetz für die Druckunabhängigkeit ergeben, wie die 
Rubinowiczsche Theorie; vgl. zu diesem Punkte die vom Verf. in 
einem Vortrage gegebene Korrektur der Laski-Zernerschen Kurven, 
die bei R. II. 8. 407 und L. u. Z., IT, 8, 412 erwähnt ist. 
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Gerade dieser Schwierigkeit der Druckunabhängigkeit bzw, 
geringen Druckabhängigkeit, welche seit jeher den Haupt- 
einwand gegen die Auffassung der negativen Photophorese als 
Radiometereffekt gebildet hat, stehen die Theorien recht 
hilflos gegenüber. Rubinowicz sucht auf zwei Wegen zu einer 
Deutung dieser Schwierigkeit zu gelangen. Da nämlich (laut 
beiden Theorien) Druckunabhängigkeit dann eintritt, wenn 
A, < <ha (A, = Wärmeleitvermögen der Kugel, h Ubergangs. 
leitfähigkeit definiert bei Rubinowicz I, S. 696, Formel 8), 
vermutet er erstens, daß A, kleiner ist als allgemein angenommen | 
wird und zweitens, daß der von Ehrenhaft und seinen 
Schülern angegebene Kugelradius zu klein ist.!) 

Dagegen sei schon hier darauf hingewiesen, daß besonders | 
durch die in der Zwischenzeit erschienene Arbeit von Erich | 
Schmid?) ein beträchtlicher Fehler in der Radienbestimmung 
ziemlich ausgeschlossen erscheint. (Es würde sich hier etwa 
um den Faktor 40 handeln.) Auf eine zweite noch größere 
Schwierigkeit, die mit diesen Annahmen verbunden wäre, 
kommen wir unten noch zurück. 

Einen numerischen Vergleich hat lediglich Rubinowiez 
nach Überwindung bedeutender mathematischer Schwierig- 
keiten durchgeführt und hierbei eine Übereinstimmung der 
Größenordnung nach zu finden geglaubt. Doch hat sich in 
seine Rechnungen ein Versehen eingeschlichen, welches. das 
Schlußresultat um zwei Zehnerpotenzen fälscht. Es liefert 
nämlich die Auswertung seiner Formel (I, S. 734, Nr. 33) den 
Wert von 10-dyn und nicht 10-”dyn, während die beob- 
achtete photophoretische Kraft etwa 10-°dyn beträgt. Die 
Radiometerkraft ergibt sich also, allerdings unter bedeutenden 
Vernachlässigungen, die alle auf eine Vergrößerung des Schluß- 
resultates hinwirken, um etwa vier Zehnerpotenzen zu groß. 
Wieder hofft Rubinowicz (I, 8.737) durch die Annahme, 
daß der Ehrenhaftsche Teilchenradius und mit ihm die 
beobachtete photophoretische Kraft zu klein angegeben sei, 
eine Verbesserung herbeizuführen. Doch wurde dabei über- 
sehen, daß in die erwähnte Schlußformel für die Radiometer- 
kraft (Nr. 88) der Radius mit der vierten Potenz eingeht und 
also seine Vergrößerung die Diskrepanz nur noch verschärfen 


ae 1, Vgl. R., I. 8, 712. 
ry Be 2) Ber. d. Wiener Akad, naturw. Klasse Ila. 129. S. 813. 1920. 
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würde. Hier spielen nun auch die Schwierigkeiten hinein, 
welche die Rubinowiczsche Erklärung der Druckunabhängig- 
keit als wenig geeignet erkennen lassen. Wird nämlich mit 
Rubinowicz entweder A, verkleinert oder der Radius ver- 
größert, um A; << ha zu machen, so wird durch beide An- 
nahmen, sofern sie hinreichen sollen, die Radiometerkraft um 
mehr als eine Zehnerpotenz gesteigert und die Diskrepanz 
unüberbrückbar. 

Wir glauben also mit der Behauptung nicht fehl zu gehen, 
daß die Rubinowiczsche Theorie in ihrer vorliegenden Form 
trotz des bedeutsamen Resultates einer negativen Radiometer- 
kraft nicht imstande ist, die Beobachtungen einwandfrei wieder- 
zugeben. Wir wollen infolgedessen auf einem anderen Wege 
zu einer wenigstens partiellen Deutung der Schwierigkeiten zu 
gelangen versuchen. 


II. Nach der kinetischen Gastheorie werden Radiometer- 
kräfte bekanntlich durch die Differenz der Bewegungsgrößen 
erklärt, die bei der Reflexion der Gasmoleküle am ungleich 
temperierten Körper übertragen werden. Wir wollen jedoch 
vorläufig von dieser molekulartheoretischen Deutung absehen 
und lediglich folgenden makroskopischen Vorgang ins Auge 
fassen: es strömt Wärme von höherer zu tieferer Temperatur 
und erteilt dabei einem mechanischen System kinetische Energie, 
d.h. leistet Arbeit im Sinne der Thermodynamik. Die maxi- 
male Arbeit bei einem derartigen Prozeß ist bekanntlich durch 
die Carnotsche Ungleichung gegeben. Wir wollen also hier 
einen mit Arbeitsgewinn verbundenen Prozeß angeben und auf 
diesen die erwähnte Ungleichung anwenden, dies wird zu einer 
Ungleichung für die bei Temperaturausgleichen auftretenden 
Radiometerkräfte fiihren.*) 

Wir betrachten eine die Ladung e tragende Kugel, aus- 
geschwebt in einem homogenen, vertikal gerichteten elek- 
trischen Felde &, welches die Wirkung der Schwerkraft auf- 
hebt. Wenn nun durch horizontal auffallendes Licht auf die 


1) Wir wollen nicht behaupten, daß der im folgenden zu be- 
trachtende Vorgang reversibel ist, also wirklich das Maximum der gewinn- 
baren Arbeit liefert, wenn wir auch trotz aller Bemühungen nicht im- 
stande waren, einen „günstigeren‘‘ Prozeß zu finden. Doch würde eine 


Verbesserung des Prozesses die unten aufgestellte Ungleichung und ‚somit run 


auch alle an sie gekniipften Folgerungen nur noch verchäeen. 
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Kugel die Radiometerkraft R ausgeübt wird, so schalten wir 
ein zweites homogenes, der Radiometerkraft entgegengerichtetes 
elektrisches Feld €, ein, dessen Stärke so bemessen sei, daß 
e&,=aR sei, wobei 0 <a <1. Unter dem Einfluß dieser 
Kräfte wird sich das Partikel mit der Geschwindigkeit 
v=BR(l bewegen (B Beweglichkeit des Partikels). 
Hierbei wird in der Zeiteinheit die Arbeit B R?« (1 — «) gegen 
das elektrische Feld geleistet. Bezeichnen wir nun die in der 
Zeiteinheit überströmende Wärmemenge mit Q, die Tempe- 
ratur der Umgebung mit T und die durchfallene Temperatur- 
differenz mit r, so gilt: 

BRal- 

T+t 

die linke Seite dieser Gleichung wird ein Maximum fiir « = }, 
die Ungleichung erhält dann unter der Voraussetzung r < < T 


An dieser a seien zwei naheliegende Einwände kurz er- 
örtert. Man könnte nämlich die Anwendung thermodynamischer 
Formeln in submikroskopischen Gebieten mit Rücksicht auf 
die Schwankungserscheinungen für unerlaubt halten. Dagegen 
ist zu bemerken: Einer der Begründer der Lehre von den 
Schwankungserscheinungen M. v. Smoluchowski hat den 
Satz aufgestellt!), daß die Leistung einer Maschine, zu deren 
Betrieb Schwankungserscheinungen nicht erforderlich sind, von 
diesen unbeeinflußt bleibt; der Satz vom ausgeschlossenen 
Perpetuum mobile zweiter Art (und nur dieser findet hier Ver- 
wendung) gilt auch in der durch die statistischen Erkenntnisse 
modifizierten Thermodynamik, in der die strenge Gültigkeit 
des Satzes von der Zunahme der Entropie aufgehoben ist. 
Deshalb ist es auch berechtigt, wenn die kinetischen Theorien 
mit den Begriffen einer Temperatur im Gase und in der Kugel 
operieren. 

Auch der Umstand, daß zur Herstellung der Radiometer- 
kräfte Strahlungsenergie in Wärme und diese dann erst partiell 
in Arbeit verwandelt wird, kann nicht gegen unsere Formel 


1) Vgl. z.B. Vorträge über die kinetische Theorie der Materie, 
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angeführt werden. Denn für das Auftreten einer Radiometer- 
kraft R ist lediglich ein bestimmter Temperatursprung er- 
forderlich, dessen Entstehungsgeschichte ganz belanglos ist; 
wir können ihn uns auch durch ein im Innern der Kugel an- 
gebrachtes Wärmereservoir der Temperatur 7+ 1 hervor- 
gebracht denken. 

Es sei hervorgehoben, daß man auch für andre Formen 
des Radiometers eine analoge Ungleichung mit Hilfe eines 
passend gewählten Prozesses angeben kann und die Methode 
daher nicht auf den Spezialfall der im Gase suspendierten 
Kugel beschränkt ist. 


III. Diese Ungleichung können wir nun auf zwei Arten 
weiter verwenden: 

1. Wir setzen in die linke Seite den von der kinetischen 
Theorie gelieferten Wert für R als Funktion von r ein und 
prüfen allgemein, ob die Bedingung erfüllt ist. 

2. Bei numerisch gegebenem R bestimmen wir den kleinsten 
Temperatursprung, der zur Erfüllung der Ungleichung er- 
forderlich ist. (Im folgenden sei die Rechnung nur für die von 
Rubinowicz gewählte Form des Kraftansatzes durchgeführt: 
sie gestaltet sich für die von Laski und Zerner angenommenen 
klassischen Ansätze ganz analog und liefert übereinstimmende 
Resultate mit nur wenig verschiedenen Zahlenfaktoren.) 

1. Bei dieser Berechnung können wir die Überlegung 
noch in folgender Weise verschärfen: Maßgebend für die Gesamt- 
kraft ist ja nicht der gesamte absolute Betrag des Wärme- 
stromes, sondern lediglich dessen Komponente in der Strahl- 
richtung und zwar hängt die Radiometerkraft von dem Tempe- 
ratursprung nach Rubinowicez!) in folgender Weise ab: 


R,df=Creos #df. 
Wir konstruieren uns also eine derartige „Flächenbewellung‘ 
an der Oberfläche der Kugel, daß bei gegebenem Q, und also 
auch gegebenem R, Q und damit Qr ein Minimum ige Die 
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die Integration erstreckt über das mit ,,Warmequellen“ be- 
legte Gebiet der Kugeloberfläche (r nach Voraussetzung kon- 
stant). 


2 Q. (1 — cos 9,) 
Q = hr2ar?(1 — cos = — 
= [hreos ddf = hrar?sin’d,, 
_ 0 liefert das gesuchte 
f (4) = Minimum für cos 4, = }, 
RB _ pp BQt _ 1,10% 


Nun ıst: = FAT % 
c 


’ 


(p = Gasdruck, 
y = Akkommodationskoeffizient, vee 
= Reibungskoeffizient; 2-10-* fiir 0,, 
C = Cunninghamsche Konstante ~ 2). 
Nach Einsetzen numerischer Werte: 

300°, r = 10cm, h = y-10° erg grad-! sec-!, 


dieser immer realisierten erweist a 
Rubinowiezsche Theorie als verträglich mit dem zweiten 
Hauptsatz. 

2. In zweiter Anwendung der Ungleichung setzen wir nun 
in die linke Seite den von Rubinowicz numerisch errech- 
neten Wert von R ein und erhalten so unter der Annahme, daß 
die gesamte Wärme in einer Richtung abströmt, durch Aus- 
rechnung der Ungleichung für 


r> (# = 10"®dyn, B= 


5-107, y- 108, <1). 
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Dieser Betrag ist nun aus zwei Gründen überraschend, da __ 
wir es ja 1. beim Experiment keineswegs mit einem reversiblen _ 
Prozeß zu tun haben und 2. nur die Differenz der Wärme- 
wirkungen an den beiden Hemisphären zur Geltung kommen. | 
Diese beiden Umstände müßten eine Vervielfältigung des Tem- 
peratursprunges zur Folge haben. Nun ist bisher infolge mathe- 
matischer Schwierigkeiten noch nicht einmal eine Abschätzung E Er 


deden, doch läßt sich diese in verhältnismäßig einfacher Weise 
durchführen, wenn man auf die Bestimmung der zen. 
unterschiede an den einzelnen Teilen der Kugeloberfläche ver- 
zichtet, was ja auch für unsere vorliegenden Zwecke ohne $ 
Belang ist. Wir nehmen also an, daß die gesamte, in der Zeit- 
einheit absorbierte Energie aus einer punktförmigen Quelle — 
im Kugelmittelpunkt ausströmt und sind bei dieser Annahme 
sicher, daß in Wirklichkeit sich Stellen auf der Kugel- 
oberfläche vorfinden werden, deren Temperatur unsere Durch- 
schnittstemperatur noch übertreffen wird. Diese von dem 
früheren unabhängige Berechnung ist umso wichtiger, als 
mangels Übereinstimmung der beobachteten photophoretischen 
und berechneten Radiometerkräften Schlüsse aus diesen auf 
die tatsächlichen Temperatur verhältnisse nicht gezogen werden 
können. Es handelt sich also jetzt noch im Bestimmung 
der gesamten absorbierten Energie. 

Hierfür sind die Formeln in einer Arbeit von G. Mie!) 
gegeben. Mie berechnet in dieser Arbeit das elektromagnetische 
Feld, das bei der Beugung einer ebenen Welle an einer Kugel 
beliebigen Materiales entsteht und zwar gibt er für die elektrische 
und magnetische Feldstärke Reihenentwicklungen nach Kugel- 
und Zylinderfunktionen an. Aus den Koefizienten dieser Ent- 
wicklung, die durch Wellenlänge des einfallenden Lichtes, 
Kugelradius und die optischen Materialkonstanten bestimmt 
sind, berechnet sich nach Formeln 98 und 99?) die absorbierte 
Energie. Für Gold wurde die Berechnung der Koeffizienten 
und der Absorption bereits von Mie durchgeführt, er er- 
hielt hierbei?) das interessante Resultat, daß die absor- 
bierte Energie infolge der Beugung ist, 


1) Ann. d. Phys. 25. 8. 337. 1908. oes) 
2) a. a. O., S. 436. 
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kung des geometrischen Schattens, also größer als die bei 
Abwesenheit der Kugel durch den Kugelquerschnitt hindurch- 
strömende Energie. 

Für Se wurden die Koeffizienten einer von J. Mattauch 
angefertigten Tabelle entnommen.!) 

Nach Formel 98 und 99 beträgt nun die absorbierte 
Energie: 

7. 92 2 2 2 2 

(E = Energiedichte des einfallenden Strahles, ce = Licht- 
geschwindigkeit, A = Wellenlänge, J (a,) = imaginärer Bestand- 
teil von a,, a,, p, = Miesche Koeffizienten.) 

Nun beträgt der Klammerausdruck nach der Mattau- 
schen Tabelle ungefähr 1, die Energiedichte beträgt nach 
Ehrenhaftschen Messungen?) 0,28 erg/cem, A (im Mittel) 
6,10 cm. 

Also wird die absorbierte Energie: or. ni 1 

0,28 - 3. 10'9. 36. 107" = 4,5 erg. 
6-3 

Denken wir uns diesen Betrag einer Quelle im Kugel- 
mittelpunkt entströmend, so berechnet sich die Oberflichen- 
temperatur aus der Gleichung 

Q=Anrthr, 

Dieses Ergebnis, welches also unsere früheren thermo- 
dynamischen Schätzungen noch übertrifft, bietet nun be- 
deutende physikalische Schwierigkeiten. Es ist bei Existenz 
derart hoher Temperatursprünge vor allem nicht gut möglich, 
Probekörper im Kondensator stundenlang auszuschweben, da 
die Temperaturdifferenzen starke seitliche Konvektions- 
strömungen zur Folge haben müßten. Eine zweite Schwierig- 
keit liegt in den Phänomen des Verdampfens der Partikel. 
Daß kleine Probekörper infolge ihres durch Oberflichen- 
spannung gesteigerte ı Dampfdruckes verdampfen müssen, 
ist zuerst von Ernst Rie*) erkannt worden. Die tat- 


Grad. (y <1!) 


1) Neuerliche Bestimmung der ungemein kompliziert zu berechnen- 
den Koeffizienten vermochte die Mattauchschen Werte lediglich zu be- 
statigen. 

2) a. a, 0, 8,123, 


3) Ann, d, Phys, 68, 8, 759, 19 
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sichlich beobachteten Verdampfungsgeschwindigkeiten sind 
aber um ein Vielfaches kleiner als die von Rie theoretisch 
berechneten. Nun ist die Dampfdrucksteigerung infolge der 
von uns berechneten Temperaturerhöhung um zwei bis drei 
Zehnerpotenzen höher als die Steigerung infolge Oberflächen- 
spannung. Dabei ist noch zu beachten, daß die Innentempe- 
ratur der Kugel die Oberflächentemperatur bedeutend über- 
trifft. Bei den berechneten Temperatursteigerungen durch 
Strahlungswärme müßte nach der von Rie angegebenen 
Formel die Verdampfung geradezu blitzschnell vor sich gehen. 
Dagegen hat J. Mattauch!) in einer interessanten Beob- 
achtung Verdampfungskurven von Selenpartikeln aufgenommen 
und ausdrücklich festgestellt, daß die Verdampfungsgeschwin- 
digkeit im Dunkeln bzw. diffusen Strahl ebenso groß ist wie 
im konzentrierten Strahl der Bogenlampe. Besonders kraß 
gestalten sich jedoch die Verhältnisse, wenn wir zu niederen 
Drucken übergehen. Tatsächlich wurden Versuche, wenn auch 
qualitativer Art, von Parankiewiez und Ehrenhaft und 
Mattauch bis zu !/,, Atmosphärendruck hinunter ausgeführt. 
Da die Übergangsleitfähigkeit nach der von Rubinowiez an- 
gegebenen Formel dem Druck proportional ist, so wächst 
nach der Formel Q = F hr, r bei konstantem Q und erreicht 


Werte von der Größenordnung = Grad! (y < 1). 


IV. Wenn wir uns nach einer Frklärung umsehen, die 
diese neuen Schwierigkeiten womöglich zusammen mit früher 
erwähnten behebt, so drängt sich uns eine Hypothese auf, die 
bereits früher, allerdings in ganz anderem Zusammenhang, 
gemacht worden ist. Es hat nämlich Erich Regener?) unter 
Heranziehung makroskopischer Analogien zur Deutung des 
Auftretens von Subelektronen die Vermutung ausgesprochen, 
die kleinen Partikeln wären von einer gegen ihre Oberfläche 
zu sehr stark verdichteten Gasschichte umgeben. Die Brauch- 
barkeit dieser Annahme zur Lösung des Subelektronenprob- 
lems wollen wir hier unerörtert lassen und lediglich deren 
Konsequenzen für unsere thermischen Effekte untersuchen, 
Daß durch sie die Tatsache des hohen Temperatursprunges 
beseitigt wird, liegt auf der Hand. Durch eine Steigerung der 


1) a. a. 0. 8. 887, 
2) Berliner Berichte 1920. 8. 632, 
Annalen der Physik. IV, Folge. 73. 
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Dichte des Gases in der Umgebung der Kugel wird nach beiden 
Theorien nach der Formel h ~ 6 die Übergangsleitfähigkeit 
gesteigert und der Temperatursprung t ~ Q/h in gleichem Ver- 
hältnisse herabgesetzt. Wir sind also damit die anders kaum 
erklärliche Schwierigkeit los geworden, die in der von der 
_ Yheorie geforderten Existenz derart enormer Temperatur- 
 sprünge und der an sie geknüpften Konvektions- und Ver- 
dampfungserscheinungen gelegen ist. 

Als eine weitere Leistung unserer Annahme möchten wir 
die Deutung der Verzögerung in der Verdampfung anführen, 
die durch die Oberflächenspannung allein hervorgerufen wird. 
Es handelt sich hier um einen Gasmantel um den Probekörper, 
der die Diffusionsgeschwindigkeit des Quecksilberdampfes stark 
verzögert. Wir setzen uns hier im Gegensatz zu der von 
Regener gegebenen Deutung der Verdampfungserscheinungen. 
Regener erklärt nämlich!) die Verdampfung als vorgetäuscht 
durch eine Vergrößerung des hydrodynamischen Partikel- 
radius bei allmählicher Anlagerung einer Gashaut. Abgesehen 
davon, daß eine Gashaut. die solche Effekte vorzutäuschen in 
der Lage ist, von beträchtlicher Ausdehnung sein müßte, bleibt 
die von Rie nachgewiesene thermodynamische Notwendigkeit 
der Verdampfung ungedeutet. Wir halten also die Regener sche 
Hypothese für unzutreffend und erblicken im Gegensatze 
hierzu in der Gashaut ein die Verdampfung aufhaltendes 
Moment. 

Auch zum Verständnis der photophoretischen Erschei- 
nungen selbst trägt, wie wir glauben, unsere Annahme einiges 
bei. Vor allem erscheint es nicht mehr verwunderlich, daß 
der numerische Wert der Rubinowiezschen Rechnung von 
dem tatsächlich beobachteten so stark abweicht. Infolge der 
Variation der Dichte des umgebenden Gases haben wir es nicht 
mehr mit den idealen, von der Theorie geforderten Voraus- 
setzungen zu tun, im besonderen ist der Kugelradius sicher 
nicht klein gegen die Weglänge in den Gaspartien in unmittel- 
barer Umgebung der Kugel. 

Was die Abhängigkeit vom Gasdruck anbelangt, so scheint 
diese, wie bereits früher betont, von den speziellen Rand- 
bedingungen ziemlich unabhängig zu sein. Nach beiden 
Theorien ergibt sich nämlich 4,< <ha. Unsere Annahme 
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macht nun die Erfüllung dieser Bedingung durch Vergrößerung 
von h möglich, andererseits aber scheint diese Vergrößerung 
durch die thermischen Effekte unbedingt geboten. Wir glauben 
also hierdurch verständlich gemacht zu haben, wieso die 
beobachtete Druckabhängigkeit nur ein kleiner Bruchteil 
der theoretisch geforderten ist. 


Zusammenfassend können wir also sagen: 

Die Radiometertheorien der Photophorese vermögen in 
ihrer vorliegenden Gestalt von einer Anzahl wichtiger Merk- 
male der Beobachtungen nur schlecht Rechenschaft zu geben. 
Die Aufstellung eines thermodynamischen Kriteriums, das sich 
in analoger Weise für andere Radiometer modifizieren ließe, 
ergibt erstens die Verträglichkeit der aufgestellten Theorie mit 
dem zweiten Hauptsatz und führt zweitens zur Untersuchung 
der bisher noch nicht einmal abgeschätzten Temperatur- 
verhältnisse an der Kugeloberfläche. 

Der sich ergebende enorme Temperatursprung ist mit 
den Beobachtungen unverträglich und läßt sich wohl kaum 
anders als durch Einführung der Hilfshypothese einer Gas- 
verdichtung beheben. Diese Hypothese erklärt eine Reihe 
thermischer Anomalien und gibt gleichzeitig einen Anhalts- 
punkt dafür, in welcher Richtung die Gründe für die schlechte 
Übereinstimmung zwischen Theorie und Experiment zu suchen 
sind. Im besonderen wird durch sie die Tatsache der geringen 
Druckabhängigkeit der photographischen Kraft verständlich 
gemacht. 


Wien, Inst. für Theoretische Physik d. Universität. 
(Eingegangen 6. 1928.) 


A: 


len 
eit 
> 
er- 
um 
der a 
ur- 
er- 
wir 
en, 
Tr 
= 
| 


1% 


14. Uber das Verhalten des Viellinienspektrums 
des Wasserstoffs bei tiefen Temperaturen; 


Das Viellinienspektrum des Wasserstoffs verdient des- 
wegen besonderes Interesse, weil wir von ihm Aufschlüsse 
über den Bau des Moleküls erwarten dürfen. Die Voraus- 
setzung hierfür ist jedoch, daß es gelingt, das Spektrum zu 
ordnen, was bisher nur bei wenigen Linien der Fall ist. Einen 
Weg, um die Zusammengehörigkeit einzelner Linien zu finden, 
bieten die Änderungen bei verschiedenen Anregungsbedingungen; 
Zweck der vorliegenden Arbeit war, den Einfluß tiefer Tempe- 
raturen auf die Intensitäten der einzelnen Linien zu unter- 
suchen. 


Während bisher eine Änderung der Intensitätsverhältnisse 
der einzelnen Linien nicht gefunden war, läßt sich jetzt die- 
selbe einwandfrei in vielen Fällen feststellen und auch an- 
genähert quantitativ bestimmen; für eine Ordnung der Linien 
in ein System genügte diese jedoch nicht. Der Gesamteindruck 
des Viellinienspektrums bleibt ungeändert, wie die früheren 
Untersuchungen !)?)?) ergeben hatten. 


Das Spektrum wurde teils in der Kapillare, teils in der 
positiven Säule des Geißlerrohres erzeugt, und dieses in flüssige 
Luft getaucht, um tiefe Temperaturen zu erhalten. Je eine 
gekühlte und eine ungekühlte Aufnahme unter sonst möglichst 
gleichen Bedingungen wurden verglichen; da aber nicht alle 
Bedingungen zugleich festgehalten werden konnten, mußte auf 
absolute Messungen verzichtet werden. 


1) K.R. Koch, Ann. d. Phys. u. Chem. 38. S, 213. 1889. 
2) J. Scheiner, Astrophys. Journ. 7. S. 231. 1898. . 
3) J. P. Donaghay, Diss. München 1908. ee 
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Der Wasserstoff wurde elektrolytisch erzeugt und griindlich 
getrocknet, zur Herstellung des Vakuums diente Kokosnuß- 
kohle, die in flüssige Luft tauchte; hierdurch war zugleich 
eine hohe Reinheit des Gases gewährleistet. Im allgemeinen 
waren auf den Spektrogrammen keine andern Linien als die 
des Wasserstoffs zu sehen. 

Es wurden drei Röhren benutzt, teilweise wurden sie 
auch mit verschiedenen Stromquellen betrieben. Das erste 
Rohr, wie es auch Angerer!) teilweise zu seinen Versuchen 
über die Änderung des Stickstoffspektrums bei tiefen Tempe- 
raturen benutzt hat, bestand aus einem vertikalen und einem 
horizontalen Schenkel; der erste tauchte in flüssige Luft, und 
mittels eines total reflektierenden Prismas wurde er dicht 
unter dem ungekühlten Schenkel und ebenso wie dieser in 
Längsdurchsicht auf den Spalt des Spektralapparates abgebildet. 
Die Vorteile sind, daß man mit Sicherheit gewisse Verhältnisse 
in beiden zu vergleichenden Aufnahmen völlig gleich hat, wie 
Druck, Stromstärke und event. Verunreinigungen. Dagegen 
ist die Dichte verschieden, der Temperatur entsprechend, und 
wahrscheinlich auch der Potentialabfall. Betrieben wurde 
dieses Rohr mit einem Induktor und Quecksilberunterbrecher. 
Als besonders störend ergab sich für die Ausphotometrierung, 
daß die Linien sehr kurz waren, da das Prisma von beiden 
Schenkeln einen Teil abdeckte. 

Um dem abzuhelfen, wurde als zweites ein gewöhnliches 
grades Kapillarrohr benutzt; zur Kühlung diente ein Dewar- 
gefäß, in dessen Silberbelegung ein Streifen zur Durchsicht 
ausgespart war; es war also darauf verzichtet, beide Aufnahmen 
zu gleicher Zeit zu machen. Betrieben wurde es meist mit 
Induktor und Quecksilberunterbrecher; für je zwei Vergleichs- 
aufnahmen wurde eine Influenzmaschine und ein Aggregat von 
Gleichstromdynamos, das bis 3500 Volt gab, benutzt. 

Um unter möglichst wohldefinierten Verhältnissen zu 
arbeiten, wurden dann noch Aufnahmen in der positiven Säule 
gemacht, die in einem 2 cm weiten Rohr in der Nähe der 
Anode beobachtet wurde. Der Potentialverlauf konnte an 
einigen festen Sonden als Differenz gegen die geerdete Anode 
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ert 
mittels eines multizellularen Elektrometers abgelesen werden, 
Die Temperatur wurde bolometrisch mit einem Platindraht 
bestimmt. Da derselbe an der Stelle der Entladungen liegen 
sollte, aber natürlich vor Kathodenstrahlen geschützt sein 
mußte, wurde das Entladungsrohr zwischen Anode und Kathode 
durch ein engeres Knierohr unterbrochen. Zum Betriebe 
diente hier stets das Dynamoaggregat. 

Als Spektralapparat wurde ein großer Steinheilscher 
Dreiprismenspektrograph benutzt. Das Negativmaterial waren 
meist Agfa-Chromoisorapidplatten, die hauptsächlich das 
Spektralgebiet von 3900 A. bis 5000 A. erfaßten, bei längeren 
Belichtungszeiten auch ein Gebiet von etwa 5300 A. bis 
5700 A. 

Die Platten wurden mit dem Kochschen Registrier- 
photometer!) des physikalischen Instituts der Universität 
München ausgewertet; dazu waren auf jede Platte Intensitäts- 
marken gedruckt. Bei nicht völlig getrennten Linien wurde 
nur die größte Intensität der Gruppe gemessen; auch sonst 
wurde die Breite nicht mit berücksichtigt. Wellenlängen 
wurden nicht neu gemessen, da genügend Beobachtungen ?)?) 
vorliegen. 

Die Auswertung der Photometerkurven geschah auf gra- 
phischem Wege; durch Kontrollen war festgestellt, daß die 
Genauigkeit völlig ausreichte. Da keine absoluten Messungen 
vorlagen, konnte man an sich nicht sagen, welche Linien un- 
geändert waren, sondern konnte nur relative Änderungen der 
Linien gegeneinander angeben. Um die Resultate übersehen 
zu können, war es vorteilhaft, anzunehmen, daß die Gesamt- 
intensität des Spektrums ungeändert bleibt; dann ergibt sich 
für jede Linie eine bestimmte absolute Änderung. Stellt sich 
diese Annahme als falsch heraus, so sind die Änderungen 
leicht umzurechnen. 

Es fragt sich jetzt, ob die beobachteten Änderungen auch 
tatsächlich dem Einfluß der tiefen Temperatur zuzuschreiben 
sind. Zunächst ist zu untersuchen, ob sie vielleicht durch 


1) P.P. Koch, Ann. d, Phys. 39. 8. 705. 1912. 
2) H. E. Watson, s. H. Kayser, Handbuch d. Spektroskopie 5. 
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8) C. Porlezza u. G. Norzi, Gazz. chim. it. 43. II. S. 97. 1913. 
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Verunreinigungen hervorgebracht sein könnten, die, durch die 


tiefe Temperatur ausfrierend, die Änderungen im Viellinien- 
gen spektrum als sekundäre Wirkung nach sich ziehen. Dem 
sein widerspricht, daß keinerlei fremde Linien zu sehen waren, 


außer manchmal der stärksten Quecksilberlinie, A = 4358 A., 
iebe und daB die Anderung des Spektrums auch in dem ersten la 
Rohr auftrat. Ein mäßiger Zusatz von Luft, die alle in Be- Br. 
cher # tracht kommenden Gase enthält, sowie eine Steigerung der Re: 
ren Spannung, wodurch der Druck von kondensierbaren Dämpfen 
das sehr stark erhöht wird, zeigten außerdem nur eine ganz geringe 
ren Anderung des Viellinienspektrums, die nichts mit der zu tun 


bis hat, die durch die Einwirkung der tiefen Temperatur hervor- 

gerufen wird; auch zeigen bereits vorliegende Erfahrungen mit 
ier- anderen Beimischungen)?), daß erst dann erhebliche Ande- 
ität rungen in dem Viellinienspektrum auftreten, wenn der Partial- 
äts- druck des beigemischten Gases den des Wasserstofis um ein 
irde vielfaches übertrifft. Ebenso ist die Intensitätsänderung nicht 
Inst durch eine Änderung der Spannung hervorgerufen; die Sonden- 


gen messungen zeigten, daß der Potentialabfall annähernd konstant 
)°) war, und geringe Änderungen, wie sie an verschiedenen Stellen 
der schwach ausgebildeten Schichten auftreten, waren ohne 


Kinflub.*) Ebenso ergaben verschiedene Stromstirken keine 
die Unterschiede. 

gen Die Ergebnisse mehrerer Aufnahmen zeigen leider ziemlich 
= starke Abweichungen voneinander, so wie sie nach der Ver- 
der suchsanordnung und der Reproduzierbarkeit nicht erwartet 
hen waren. Die Richtung der Änderung ist bis auf ganz wenige 
mat Fälle stets die gleiche, die Größe stimmt bei manchen Linien 
ich sehr gut überein, bei anderen wieder recht schlecht. Es waren 
ich mit dem ersten Rohr, das nur zur Orientierung diente, 
ur 4 Doppelaufnahmen, mit dem zweiten 15 und mit dem letzten 
a 9 gemacht; für die einzelnen Linien waren je nach ihrer In- 


° tensität einige Aufnahmen weniger zu gebrauchen. Im Durch- 
- schnitt beträgt der mittlere Fehler des Resultats bei 20 Doppel- 


1) E.B. Frost, Astrophys. Journ. 116. 8. 100. 1902. 
2) T. R. Merton, Proc. of the Royal Society 96. S. 882. 1920. = 
8) Vgl. jedoch J. Stark, Jahrb. d. Radioaktivität 14. S. 139. 


913. 1917. 
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aufnahmen für eine Änderung von — 50 Proz. 5, für eine 
solche von + 75 Proz. 15. Betrachtet man eine Gruppe von 
Aufnahmen, die mit demselben Rohr gemacht sind, für sich, 


L. Citron. 


so ist der mittlere Fehler etwas kleiner. 


Zur bequemeren Übersicht sind die Ergebnisse in vier 
Gruppen geordnet, je nach der Änderung ihrer Intensität; da 
alle Werte von — 65 Proz. bis + 140 Proz. vorkommen, sind 
die Grenzen willkürlich gewählt. Die Linien, die keine oder 
nur eine geringe Änderung zeigen — zu diesen gehört die 
Mehrzahl der Linien des Spektrums — sind nicht mit auf 
ebenso die, deren Änderung nicht genügend sicher 


geführt, 
erschien. 


1. Linien, die bei tiefer Temperatur mehr als + 70 Proz. 


Wellen- Schwingungs- 


länge zahl 
5573,20 17 943,0 
5519,12 18 118,8 
5401,28 18 514,1 


2. Linien, die + 25 Proz. bis + 70 Proz. 


Wellen- Schwingungs- 


zahl 
5886,28 17 134,2 
5822,99 17 173,3 
5579,66 17 922,2 
5521,75 18 110,2 
5456,19 18 325,8 
5008,24 19 967,1 
4867,16 20 545,9 
4817,11 20 756,7 
4766,89 21 022,1 
4125,00 21 164,0 
4675,41 21 388,5| *) 
467462 21 392,1 
4618,45 21 652,8 

4617,69 21 655,8 


Anderung zeigen. 


Wellen- Schwingungs- 


lange zahl 
4714,10 21 212,9 
4576,07 21852,8 
4477,27 22 385,0 


Wellen- Schwingungs- 


länge zahl 

4548,87 22.007,7 
4517,62 22 135,5 
4486,22 22 290,5 
4479,77 22 322,6 
4479,18 22 825,5 
4438,61 22 529,6 
4437,15 22 588,9 
4429,85 22 576,7 
4404,80 22 702,5 
4881,68 22 822,8 
4818,85 23 157,0 
4308,78 28 208,4 


Wellen- Schwingungs 


linge zahl 

4219,69 23 698,4 
4199,95 23 809,8 
4082,53 24 494,6 


Änderung zeigen. 


Wellen- Schwingungs 


länge zahl 
4246,85 23 546,9 
4202,49 28 795,4 
4180,80 23 921,7 
4179,70 28 925,2 
4159,49 24 041,4 
4146,88 24 117,4 
4145,77 24 121,0] 
4065,75 24 595,7 
4021,89 24 868,9 
8997,28 25 017,0 
3993,95 25 
8998,86 25 041,6 


1) Diese Linien sind nicht getrennt. x ; 
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3. Linien, die — 20 Proz. bis — 40 Proz. Änderung zeigen. 


Wellen- Schwingungs- Wellen- 
länge zahl länge 
5812,82 17 203,4 4843,65 
5786,00 17 283,1 4838,39 
5775,28 17 315,2 4802,14 
5760,58 17 4781,12 
5759,76 17 361,8 4777,59 
5737,06 17 430,5 4770,87 
5728,76 17 455,8 4763,96 
5718,59 17 502,1 4625,35 
5708,50 17 538,1 4620,90 
5689,00 17 577,8 4563,88 
5688,00 17 ie 4557,48 
5552,60 18 009,6 4521,63 
5499,84 18 182,3 4511,89 
5435,06 18 399,0 4511,11 
5016,58 19 934,1 4505,80 
4966,98 20 132,9 4488,00 
4873,20 20 520,4 4474,42 
4869,58 20 535,6 4461,14 


4. Linien, die mehr als 


Wellen- Schwingungs- Wellen- 
länge zahl länge 
5548,71 18 038,5 4578,22 
5426,20 - 18429,1 4572,90 
498,17 21172,2 4562,41 
4679,26 21 370,9 4498,86 


Leider gelang es jedoch nicht, 
nisse Liniengruppen aus dem Viellinienspektrum auszusondern, 
deren einzelne Schwingungszahlen einen systematischen Zu- 
sammenhang zeigen; auch ein Vergleich mit den andern unter- 
suchten Eigenschaften des Viellinienspektrums — Zeemann- 
effekt !)2), Starkeffekt *)*) und Intensitätsänderungen bei höherem 
und bei Heliumbeimischung®)”) — hatte keinen 
Erfolg. Wenn es aber gelungen sein wird, das Viellinien- 


Potential )5) 


1) A. Dufour, Ann. d. chim. et de phys. 9. 
2) A. Dufour, Phys. Zeitschr. 10. 8. 134. 1909, 


8) J. Stark, a.a. 0. 


6) E. B. Frost, a. a. 
4) T. BR. Merton, a. a, O. 


Schwingungs- 
zahl linge 
20 645,6 4450,99 
20 668,0 4450,07 
20 824,0 4417,48 
20 915,6 4416,53 
20 931,0 4415,25 
20 960,5 4414,39 
20 990,9 4412 42 
21 620,0 4410,75 
21 640,8 4347,58 
21 911,2 4304,09 
21 942,2 4303,60 
22 115,9 4237,61 
22 168,7 4168,67 
22 16751 4156,86 
22 193,6 4074,25 
22 281,6 4071,89 
22 349,3 8987,06 
22 415,8 
— 40 Proz. Anderung 
Schwingungs- Wellen- 
zahl länge 
21 842,6 4212,67 
21 868,0 4210,29 
21 918,2 
22 252,6 4175,83 
4171,45 


4) Takamine u. Kokubu, Mem. Kyoto imp. univ, 3. 8. 271, 
5) G. 8. Fuleher, Phys. Zeitschr, 


13. 8. 1187. 1912. 


Wellen- Schwingungs 


zahl 
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22 466,9| 


22 471,6 


22687,6) 


22 642,2 
22 648,8 
22 658,2 
22 668,8 
22 671,9 
23 001,8 
23 238,7 


23 236,4f 
23 598,2 


24 017,8 
24 544, 4 


24 561, 6 
25 081,1 


zeigen. 


Schwingungs- 


zahl 


23 787, 
23 751, 


mit Hilfe dieser Ergeb- 


1919. 
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spektrum zu ordnen, dann wird sicher auch ein gesetzmäßiger 
Zusammenhang aller andern Eigenschaften und der Tempe. 
raturempfindlichkeit mit der Stellung der Linien im System 
deutlich hervortreten. 


Zum Schluß ist es mir eine angenehme Pflicht, Hm. 
Geheimrat Professor Dr. Wien für die Anregung zu dieser 
Arbeit sowie für die Überlassung der hierzu nötigen Apparate 
meinen besten Dank auszusprechen. Weiteren Dank schulde 
ich Hrn. Professor Dr. Rau und Hrn. Dr. Rüchardt für das 
lebhafte Interesse und die Förderung, die sie meiner Arbeit 
haben zuteil werden lassen. Der Pulfrichsche Komparator, 
der den genauen Vergleich zweier auf verschiedenen Platten 
befindlicher Spektren erlaubt, und mit dem die Untersuchungen 
vor der Photometrierung qualitativ vorgenommen wurde, ist 
von der Notgemeinschaft dem physikalischen Institut zur Ver- 
fügung gestellt. 


20. September 1928) a 
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15. Nachtrag zur Arbeit Pr Über die elektrische 3 

Polarisation des Dielektrikums‘‘; 


von Georg Jacoby. 


Durch folgendes soll eine früher gemachte Abhandlung = = 
über die Theorie des Dielektrikums') ergänzt werden. Daselbst 
wurde angeführt, daß der Einfluß eines äußeren elektrischen = =e 
Feldes auf ein Atom in einer Deformation der Elektronen- 
schale und in einer Neueinstellung des Elektrons auf dieser 
Schale bestehen kann. Es wurde mit der letzten Möglichkeit 


gerechnet, welche für makroskopische Feldverhältnisse Pro- 


tronen ergab. Diese lautete: 


Hierin ist a der Radius der Elektronenschale, e Zon, die effek- be 
tive Kernladung und €’ die auf der Bahnebene senkrecht pote 
stehende Komponente der Stärke des äußeren elektrischen 
Feldes. Die zu ©,’ senkrechte Komponente €,” bedingt eine 5 i 
Verzerrung der ursprünglich kreisförmigen Bahn, welche mit 
der oben erwähnten Deformation der Schale gleichbedeutend 
ist. Eine von &,’ hervorgehobene Deformation der Schale ER: 
bei den geringen Verschiebungen, wie sie tatsächlich vorkommen, 
ohne Einfluß auf die Bahn des Elektrons. Beschäftigen wir 
uns mit der Verzerrung der Elektronenbahn näher. 
In Fig. 1 ist der Vektor €,” gleichgerichtet mit a 
X-Achse eines rechtwinkligen Koordinatensystems eingetragen. 
Die ursprüngliche Bahn des Elektrons ist durch den Kreis — 
4,B,C, D, und die verzerrte Bahn durch die Kurve AB,CD, 
angedeutet. Mit Rücksicht auf die in Wirklichkeit vorkommende 
sehr geringe Stärke des äußeren elektrischen Feldes im Ver- 
gleich zu der Stärke des von der Kernladung am-Orte des 
Elektrons herrührenden Feldes dürfen wir von einer sehr kleinen 


I) G. Jacoby, Ann. d. Phys. 72. S. 158. 1923. 
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G. Jacoby. 4 


Verzerrung der ursprünglichen Bahn sprechen. Es ist daher 
die Annahme gerechtfertigt, daß die auf das Elektron aus. 
geübte Zentrifugalkraft in Richtung des vom Koordinaten. 


y 
+ 


1: 
72 


in 

vi 


Br oe O aus gezogenen Radiusvektors fallt. Die Gleich- 
gewichtsbedingung zwischen der Zentrifugalkraft und den elek- 
trischen Kräften lautet daher: Ws i 

7 
(2) m v* cos d win a4 


a 


wobei # der Winkel ist, nas der Radiusvektor mit der 
positiven Richtung der X-Achse bildet. 

Ist das äußere elektrische Feld unveränderlich, so ist die 
Gesamtenergie des Elektrons während der Bewegung konstant. 
Die at setzt sich aus der kinetischen Energie 


E, = der potentiellen Energie im Kernfelde 2, = — —— 


und potentiellen Energie im äußeren Felde E,=— 
+e€,”x zusammen, wobei 8, ein mit der Abszisse x ver- 
änderlicher Wert ist, welchem ein Mittelwert 3 nach Gl. (I) 
entspricht. Ist kein äußeres elektrisches Feld vorhanden, 9 
nehmen die Energiebeträge die mit Index Null versehenen 
Werte an. Bezeichnet 4 # die Energie, um welche sich die 
Gesamtenergie infolge des elektrischen Feldes ändert, so er 
halten wir: 
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laher 
aus: 
aten- 


In einem Coulombschen Felde ist 2, =—}E,. Es findet 
sich dann für Gl. (3); ee 
(4) +4F, 
oder mit obigen Werten für die Energiebeträge und etwas um- 
geordnet: 


mv? ” 7 
Wir setzen: 


und beachten 


x=acos?. 
Aus Gl. (2) und (5) folgt dann 
1 U 1 1 cos 
Z, 
Da U sehr klein gegen —— ist, dürfen wir 2 a7 
eich- vernachlässigen und schreiben: gob, 
Die einzige brauchbare Lösung dieser Gleichung lautet: 
; der a [14 


Wir schreiben für die Wurzel eine a und lassen ie 3 


‘| höheren Potenzen weg, da €,” sehr klein gegen a is ist, also A 

ergie 5 a, cos > 
‘ = 4 . 

1. (I) Hierfiir diirfen wir setzen: 

Wir errechnen folgenden Mittelwert: 


e Loe 


, 

+ 

- 

4 

- 
~ 

zul 


Makroskopisch betrachtet kommt für die Verzerrung der Bahn. 
kurve durch €,” eine Verschiebung des Elektrons in Betracht, 
welche den Wert 


hat. 
Machen wir uns zunächst ein Bild von der Größe der Ab- 


weichung der verzerrten Kurve vom Kreise. Wir berechnen 
die Strecke A, 4, welche gleich a i 
a) — Amin, = 3 ao! 


ist. Diese Strecke wird fir die Polarisationselektronen am 


größten. Setzen wir z.B. für a, den Radius der dritten Elek. 
tronenschale des Schwefelatoms ein, nämlich 1,15 - 107° cm, 
für Zr 4,17, so erhalten wir für eine Feldstärke von 
100000 Volt/em”!: a, — = 0,067 - 10”°.a,. Denken wir 
uns den Atomradius auf 1 m vergrößert, so macht die Ab- 
weichung 4, 4A vom Kreise weniger als ein 0,1 mm aus. Wegen 
der oben eingeführten vereinfachenden Annahme erhalten wir 
für 0, C = anax. — a, denselben Wert. Die Abweichung ist # 
gering, daß wir sie zeichnerisch nicht darstellen können. Wir 
dürfen daher für die durch ©,’ bedingte Verschiebung 3 der 
Elektronenbahn, welche wie ein Vergleich der Gl. (1) und (9) 
zeigt, ebenfalls sehr klein ausfällt, die Elektronenschale weiter 
hin noch als kugelförmig voraussetzen. Es gilt daher noch 
unsere frühere Ableitung des Vektors 3. 


Für die Feldstärke €,’, welche eine Verschiebung 3 in 

Z, 
GréBe des Radius a, erzeugt, ergibt sich der Wert 4 
vorausgesetzt, daß ©,’ eine Verzerrung der Kugelschale nicht 
hervorruft. Diese Feldstärke ist gleich derjenigen, welche der 
Atomkern am Orte des Elektrons erzeugt. Sie beträgt für ein 
äußeres Elektron des Schwefelatoms 4,5 Milliarden Volt/cm~ 


Makroskopisch beschreiben wir den Einfluß des elektrischen 
Feldes wie folgt: Wir verschieben das Elektron von, dem it 
Punkt O der Fig. 2 gedachten Atomkern aus zunächst um die 
Strecke u entgegengesetzt dem Vektor €”, wodurch wir die 
in der ursprünglichen Bahnebene stattfindende Verzerrung der 
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Elektronenbahn berücksichtigen. Sodann verschieben wir un. 
Elektron um die Strecke 8 entgegengesetzt dem Vektor €, 
wodurch wir der Neueinstellung der Bahnebene Be: ; 
tragen. Eine von €,’ hervorgerufene 
Verzerrung der Bahnkurve tritt in der | nse’ 
makroskopischen Darstellungsweise nicht 
in Erscheinung. Anstatt die Verschie- 
bungen einzeln durchzuführen, können 
wir auch das Elektron um die Resul- 
tierende 3 aus u und 3 verschieben. Der M 
Vektor 3 ist dem Vektor ©, entgegen- 
gesetzt gerichtet, fällt aber nicht mit 
der Achse des äußeren Feldes zusam- 
men; 3 ist proportional der Feldstärke €, . 
Wir projizieren die Vektoren u und 
3 auf die Achse des äußeren Feldes. Da 
für die Elektronen der einzelnen Atome 
die Vektoren u und 8 mit der Feldachse Fig. 2. 
Winkel zwischen O und »/2 bilden, so 
errechnen wir durch einfache Integration für die Projektione 
die Mittelwerte: 


Die beiden Mittelwerte der Projektionen von u und 3 auf eine 
zur Feldachse Senkrechten sind Null. Der Mittelwert der ge- 
samten Elektronenverschiebung ist daher: 


5 8 


Statt der Gl. (5a) der früheren Abhandlung erhalten wir 
für die elektrische Polarisation 


(12) B=IKE, 


und statt Gl. (8) der früheren Abhandlung für die Dielektri- 

zitätskonstante 
(13) 

1-5nK(d4+ 3) 

Far die Dielektrizitätskonstante des Wassers wurden in — 

der früheren Abhandlung zwei Fälle in Rechnung gezogen. ~ 
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Im ersten Falle waren an dem Sauerstoffatom die 
Wasserstoffatome entsprechend dem ersten Bohrschen 
angelagert, was für X den Wert 2,87.10”? ergab. Im zweii@g 
Falle war die Anlagerung des einen Wasserstoffatoms eng 
sprechend dem zweiten Kreise. Hierfür fand sich X = 34,57. 108 
Halten wir an der Planckschen Annahme: s = 0 für Flü 
keiten fest, so ergibt sich aus Gl. (13) für « = 80 ein 
K = 18,4-10-*. Letzter Wert kann nur dann entstehen, 
im Wasser 51 Proz. der Moleküle nach Fall 1 und 49 
der Moleküle nach Fall 2 vorhanden sind. Würden die Mola 
küle nur nach Fall 1 zusammengesetzt sein, so würde ai 
s = — 0,32 ergeben. Wir wollen auch daran denken, dab & 
Berechnung der Bahnradien für die Atome mit einer Or 
zahl von 2 an aufwirts unsicher ist. ai fi 


(Eingegangen 10, Oktober 1923.) 
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